ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE

Enoncé

Etude asymptotique d’une suite

Le but du probleme est de déterminer un équivalent de la suite définie par :

2n
2n\~« 2n\* |
VneN,un(a)—<n> Z<k>,oua>0.
e , ¢ VT &
On admet que e " dr = lim e " dz = ~——. Pour tout n > 1, on pose v, (a) = Zexp(—a— )
1
Dans tout le probleme, r est un réel de } 2 1 [
n+1 £C2 n 1'2
1. (a) Pour tout n de N*, montrer que / exp(—a—) dz < v, () < / exp(—a—) dz.
n
1 /nm ! 0
b) En déduire v, (o) & =4/ —
()neulrev(a)oo2 o
2. (a) Montrer que Z exp(—ak—2> < nexp(—an® )
: n X .
n"<k<n
k2
(b) En déduire Z exp(—a—) X vn(a)
n k=1 ;
1<k<n” < J)
1— 2
1 . j=1 n .
On pose p,(1) = i sin 21, et p,(k) == —si2< k< n
1+ - (1 l)
n Hs
3. (a) Montrer que u,(«) :1+2<2n)_a i( 2n )a
' " n —\n+k/ '
(b) Etablir que pour tout & de {1 n} on a ( 2n > = <2n> (k)
que p R n+k) " \n DnlR).
4. (a) Soit ¢ dans [0, 1[. Montrer que pour tout = de [0,¢] on a :
2
(i) : 22 <In(l+2) —In(l —z) < 1_xtQ
) _
(i7) - x—% <In(l+2) <z
k? k?
(b) En déduire que p, (k) exp<ﬁ> < exp<2—nz>.
(¢) Montrer que Z (k) est négligeable devant v,(a)) quand n — oco.
n"<k<n
k? k?
5. (a) Montrer que u,(a) — 2v, () = 2 Z exp(—a—) (pﬁ(k) exp <a—> — 1> + o(v, ()
1<k<n” n n
k.2 n47"—3
(b) Avec (4.a) montrer que p, (k) exp<g> > exp (_1——7127"2) sil<k<n
(c) En déduire : 2" exp( ’“2) o (k) (kQ) 1) = ofw) sir < 2
¢) En déduire : exp| —a— expla— ) —1) =o(v,) sir < -.
p " Dy, p n 1

1<k<n”
nm

(d) Montrer finalement que u,(a) 5

N , . 2
(e) Cas particulier : donner un équivalent de ( g) quand n — oo.
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ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE

Corrigé

Corrigé du probleme

2
T

1. (a) L’application = — exp(—a—) est décroissante sur RT.
n

On en déduit I’encadrement, pour tout k de N* :
2 2

i x? k b T
/ exp(—a—) dr < exp(—a—) < / exp(—a—) dx
k n n E—1 n

En sommant de £k =1 & £ = n on obtient :
2

/1”+1 exp(—a%) dz < v,(a) < /On exp(—a%) dz.

1’2

(b) Posons I,, = / exp(—a—) dz pour tout n de N*.
0 n

Le changement de variable ¢t = x 2 donne I, = \/@ / exp(—t?) dt.
n a Jo

Vna +o00
On sait que lim exp(—t?) dt = / exp(—t?) dt = \/—E
0

n—-+0o0o 0 2

Nl nmw

On en déduit alors I'équivalent : [,, = S\ o

L’encadrement de v,(«) obtenu a la question precedente s’écrit :

n+1 x2 1 x2
/ exp(—oz—) dz — / eXp(—Q—) dz + I, < vp(@) < In.
n n 0 "

nt1 72 1 22 1

Mais / exp(—a—) dr >0 et / exp(—a—) dx < / der < 1.
n n 0 0

On en déduit 1, — 1 < v,(a) < I, donc |v,(a) — | <1

Ainsi v, («) — I,, = o(1,,) car hm I, = 400, cest-a-dire v, (@) 5 In.

1 /nm

«

N[ ~Y

On trouve finalement : v, () & I, & 3

k? (n")? 2r—1
2. (a) Pour tout £ < n", on a exp(—a—) < exp(—a > = exp(—an“).
n n

k2
Ainsi 3 exp(=0i0) < (=o' + Dexp(—an® ) < nexp(-an ),
n

n"<k<n

(b) On a v,(a) = iexp(—a%z) = Z exp(—akg) + Z exp(—a%2 :

1<k<n” n"<k<n

Compte tenu de la question précédente, on a donc I’encadrement :
2

0 < vp(a) — Z exp(—a%) < nexp(—an®t).

1<k<n”

Mais lim nexp(—an?~!) =0 (croissance comparée, car 2r > 1).
n—+o00

9 . ~ 1 nimw
D’autre part n1—1>r—ir-1c>ovn<&) = 400 car v,(a) Vo
2

k
Ainsi v, (a) — Z exp(—a—) est négligeable devant v, («) quand n — +oc.
n

1<k<nr

k2
On a donc obtenu 'équivalent : Z exp(—a—) X vn(a).
n

1<k<n”
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ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE Corrigé

3. (a)

2n
On sait que (n >:<n k) pour tout k£ de {0,1,...,n}.
i )= G () S0 = O ()
n+k n n+k
k=0 k=1 k=1 k=1
2n\"Y 7/ 2n\ ¢ 2n \« M\ 2n \¢
Doncun(a)—(n> ((n) +2;<n+k)>_1+2<n> k:1<n+k>'
On distingue k =1 et k >= 2.
: 2n (2n)! n (2n)! 2n
k=1 1) = .
5 ’<n>p"() @2 n+1  (n—Dl(n+ 1) <n+1>
Si 2 < k < n, on trouve successivement :
k-1 1
= J — (n—1)!
1- = — 11(n—1J)
» B jl;ll( n) nt 1]'1:[1  (n—k)! (n!)?
Tk ‘ k k — k)l (n+k
N (R =N+ )
]1;11<1+n> EH(”‘FJ) n!
j=1
. (2n (2n)! (n!)? (2n)! on
O déduit (k) = = = .
Hem qedtt (n)p B = 02 =+ B~ (1= k)ln £ F) <n+k>
filx)=In(l+2z) —In(l —z) — 2z
2x
Pour tout z de [0,#], posons { Jf2(%) = 12 —In(1 4 2) 4+ In(1 — z)
2
fola) =n(l+ o) -z +
Les applications fi, fo, f3 sont dérivables sur [0,¢] et on a, pour tout x de [0, ] :
( 1 1 22
(x) = 2= >0
hi(@) 1+x+1—$ 1— a2 f1(0)=0
2 1 1 2(2 — 22)
_ _ _ > 0. De pl 0)=0
V2O ST E T T T oy 2 O Deplus 20
. 1 ) ZL‘2 fg(O) =0

Les applications fi, fo, f3 sont croissantes sur [0, t] et nulles en 0.

Elles sont donc poisitives ou nulles sur [0, ] ce qui permet d’écrire :

2
20 <In(1+2) —In(l —2) < ——
Vtel0,1], Vo e (0,4, " 11—t
T 5 S <In(1+x)
L’inégalité restante In(1 4 z) < = est bien connue, et elle est vraie sur | — 1, +00].

On aurait pu la retrouver comme ci-dessus avec fy : v — x —In(1 + x).

(b) Commengons par traiter le cas particulier k = 1.

1 1 1 1

Pour tout n > 1, d’apres (4a) : ln(pn(l) exp(—)) =—— ln<1 + —> <55
n n n 2n

. 1 1
Autrement dit : p,(1) exp(—) < exp(—) pour tout n > 1.
n 2n?
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ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE Corrigé
On passe maintenant au cas général 2 < k < n.
k2 k
Tout d’abord In (pn(k) exp(—)) = Inp,(k) + —.
n n
AW j j
Mais Inp, (k) = —In(1+ ) (n(1-2) -m(1+2)).
ais Inp, (k) n +n -I—;n - n —i—n
— 0
En vertu de (4ai), chaque terme de la somme précédente est majoré par =
n
. k k(k—1)
Ainsi Inp, (k) < —In(1 )-- ——In(1+ >——.
insi Inp, (k) < —In( 1+ Z] n -
i k? k k Ok . .
On en déduit ln(pn(k;) exp(—)) < — ln(l + —> + — < — (d’apres 4aii).
n n n - 2n?
k2 k2
On a donc obtenu I'inégalité p, (k) exp(—) ex p( 2)
n 2n
(c) De ce qui précede on tire, pour tout n de N* et tout k de {1,...,n} :
k? k2 k2
(k) exp(—) < exp(—) < e? done p2 (k) < /2 exp(—a—).
n 2n? n
Il en découle, en utilisant le résultat de (2a) :
k’2
0< fe4 < /2 <_ _) < /2 . 2r—1 )
Z po(k) <e Z exp|—a-— <ne*“exp(—an® )
n"<k<n n"<k<n
. nexp(—an?1) no o1
Mais X 24/ —exp(—an”"") — 0 quand n — oo (car 2r > 1).
U () T
Ainsi. lim B > pi(k)=0,donc Y pi(k) = o(va(e)).
n"<k<n n"<k<n
5. (a) D’apres (3a) et (3b) on a :
n n n"—1
2n\"« 2n @ arin
un(&)=1+2<n) Z(er) =1+2) pa(k) Qan +1+an
k=1 k=1 k=n"
Mais Z po(k vp(a)) et 1 = o(v,(a)).
k=n"
n"—1
On en déduit u,(a) =2 Z P (k) + o(vn()).
n"—1 k2
De méme, d’apres 2(b), on a v,(«a) = exp(—a—) + o(v, ().
n
k=1
Finalement, on trouve bien :
k2
up(a@) — 2, () =2 Z <pn — exp(—ag>> + o(v, (@)
1<k<n”
k? k2
—9 ol [ e A
> e(-al) (smWen(at) < 1) +ofvufa)
1<k<n”
(b) Soit n dans N* et k dans {1,...,n" —1}.
tn(puk) exp(2)) = Inp () + -
n(p, xp( — =1Inp, —
p p(— p —
k 4 .
k J J k
(=) + (1= 7) ~m(1+2)) +
n - + le n - nf{l+ - + o
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ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE Corrigé

J

Pour k dans {1,...,n" —=1},ona 0 < = < —— <1, pour n > 2.
n  nr
En utilisant (4ai) avec t = ——, on trouve :
n T
. . _2 . _2 . 1—9p
(1-2)—m(1+2)> L=
n n

1 1 n2-2r —1°
n\t— n2—2r

k
k k

D’aut t—l@——)g— dce A daii), et 25 = k(k+1) :

autre par n " . (grace a 4aii), e jz:;j (k+1)

k‘2 k k‘2 n172r

putren(£)) > £+ - s

ko k2 nl=2r 1 nt=2r —k(k+1)

B Y k1) = k(k 1(—— ): .
Or n + n on2-2r_1 (k+1) (k+1) n n2r_—1 n(n?=2r —1)

Comme k(k +1) < (n” — 1)n"” < n*" on trouve :
oy 2r o 2r—1 o 4r—3

1n<pn(k) exp(k;)) Z n(nZ_ZT —1) - ,n/2—T;r 1 (1 _nn27”—2>.

L2 A3
Ainsi, pour tout k de {1,...,n" — 1}, on a: pn(k)exp<—> > exp<1—>.
n

2
Posons w,,(«) = 2 Z exp(—ak;) (pﬁ(k) exp <a%2> - 1>.

1<k<n”
o o i3 L2
D’apres ce qui précede, on a : w,(a) = 2 (exp(m) — 1) Z exp(—a?)
1<k<n™
Notons ¢, («) cette derniere quantité.
1 3
On sait que 3 < r < 1donc 2r —2 < 0. Si on choisit r < 1 alors 3 — 4r > 0.
. ) _n47"—3a ) _n4r—3a
Avec ce choix de r, on a nl—lgloom = 0 donc nl_lgloo (exp<m> — 1) = 0.
k2
Donc sachant que Z exp(—a—) X vn(@), on trouve @, (a) = o(v,()).
1<k<n” n
k? k?
D’autre part, d’apres 4aii : w,(«) < 2 Z exp(—ag> (exp (aﬁ> — 1).
1<k<n”
A N T : QO 9r_2 k2
Grace a k < n" on obtient : w,(«a) < 2<exp(—n > - 1> Z exp(—a—).
2 i n
1<k<n”
Notons %, («) cette derniere expression.
On constate que ¢, () 3 2(%712“2)1)”(04) = o(v, () (on a utilisé 2r — 2 < 0).
L’encadrement ¢, (a) < w,(a) < ¥, (a) montre donc que wy, () = o(v,(a)).
(d) On a u,(a) — 2v, () = o(v,(a)) donc u, () & 2v,(a) & nr
a
2n
"  /ony! M N\ oam(2n\1 4"
(e) On écrit u,(1) = ( . > ;(n_l_k) =2 ( . ) ~
2n 4"
On en déduit (') 5 ——.
nen déduit (° ) & N
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