PROBLEME Enoncé

Questions d’irrationalité

On notera .# ’ensemble des nombres réels qui sont irrationnels.

1. (a) Soit A(t) =t™— cpat™ L — - — 1t — g, avec (co, ..., Cm) dans Z™ et m dans N*.

Soit ¢ une racine réelle de A. Montrer que t est ou bien dans Z ou bien dans .#.
(b) Soit (n,m) dans N2, avec m > 2. Montrer que %/n est dans N, sinon dans .#.

(c) Montrer que V2 + /3 puis V2 + V3 + /5 sont dans .#.

(1 —t)"
2. Pour tout entier naturel n, on définit le polynéme A, (t) = (7')
n!

1
(a) Montrer que pour tout ¢ de l'intervalle [0, 1], on a 'encadrement : 0 < A4,,(t) < Tl
n!

(b) Montrer que pout tout m de N, AL (0) est dans Z.

(¢) En remarquant que A, (t) = A,(1—t), montrer qu'’il en est de méme pour A%m)(l).

3. Soit p un entier strictement positif. On va montrer que e est un irrationnel.

a
Par ’absurde, on pose e = 7 ou a, b sont dans N*.

2n
Pour tout entier naturel n, on pose @, (£) = bePt S° (—1)kp2n=* AP (1)
k=0

(a) Vérifier que ¢, (0) et ¢, (1) sont des entiers relatifs.

(b) Montrer que ¢!, (t) = beP'p?" 1A, (t). .

(c) En déduire I'égalité : ¢, (1) — ¢, (0) = bp2”+1/ et A, (t) dt
(d) Majorer |¢n (1) — ¢, (0)| en utilisant (2a). ’

Aboutir a une contradiction si on choisit n assez grand. Conclusion 7

4. On généralise ici les résultats de la question précédente.
(a) Montrer que si r est dans Q*, alors e” est dans ..

(b) En déduire que pour tout r de Q** (avec r # 1) le réel Inr est irrrationnel.

5. Dans cette question, on va montrer que 72 est irrationnel (il en découle que 7 est irrationnel.)

2_ 0

Par ’absurde, on pose 7 7 ou a, b sont dans N*.

Pour tout entier naturel n, on pose ¥, (t) = b™ > (—1)k7r2"_2kA£,2k)(t).
k=0
(a) Vérifier que v,,(0), 1, (1) sont entiers.

(b) On pose &(t) = 1, (t) sint — by, (t) cos wt. Montrer que &' (t) = m2a™ A, (t) sin7t.
1
(¢) En déduire que 9,(0) + ¢ (1) = wa"/ Ay (t) sinnt dt.
0
(d) Majorer |t (1) + 1, (0)| et aboutir & une contradiction. Conclusion ?

1
3
(a) Pour tout n de N, montrer qu’il existe un polynéme T;, de degré n, a coefficients entiers (de coefficient

6. On établit ici que le seul rationnel r de |0, %[ tel que cos 77 soit rationnel est r =

dominant 2"71) tel que cosnf = T}, (cos6).
m P meN"n>2 mAn=1
(b) On pose r = —, et on suppose que cos Tr = =, avec
n q p,qeN', pAg=1
En considérant cosnf avec § = 7r montrer : 3k € {1,...,n—1}, ¢ = 2¥, et que p est impair.

(¢) Par l’absurde, on suppose que lentier k est strictement supérieur a 1.
Appliquer ce qui précede a l'angle 61 = 26 et prouver que k < ky < n, avec k; = 2k — 1.

Rien n’empéche alors de considérer les angles 05 = 26, 63 = 265, etc.

1 1
Conclure a une absurdité, et en déduire que cos7r = 3 donc que r = 3"
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PROBLEME Corrigé

Corrigé du probleme

1. (a) On suppose que t soit une racine rationnelle de A.

Il existe donc a dans Z et b dans N*, avec a Ab =1 tels que t = %

m m—1 k m—1
Légalité A(t) = 0 s'écrit 37 = Y. e ou encore a™ = - cpab™ >,
k=0 1 k=0
Cette égalité s’écrit a™ = br, en posant r = 5. cpafpm=F~1,
k=0

Puisque 7 est un entier, il en découle que b divisie a™.
Mais b étant premier avec a (donc avec a) cela n’est possible que si b = 1.
Ainsi ¢ = a est dans Z : les seules racines possibles de A(t) dans .# sont des entiers.

Conclusion : une racine réelle de A est soit entiere, soit irrationnelle.

(b) Le réel %/n est racine du polynéme A(t) = t™ — n (unitaire & coefficients entiers...)
On est donc dans les conditions d’application de la question précédente.
Si n n’est pas la puissance m-iéme d’un entier (si ¥/n ¢ N) on en déduit que %/n est dans ..
(c) Posons  =+v/2++/3. On a (z —v/2)? = 22 — 222 +2 = 3.
On en déduit 72 — 1 = 2v/22 puis (22 — 1)? = 822 donc 2* — 1022 + 1 = 0.
o =+/2+ /3 est non entier (3 < x < 4) et racine de A(t) = t* — 10t> + 1.
On peut donc appliquer le résultat de la question (a) : le réel 2 est un irrationnel.
Posonsy:\/ﬁ+\/§+\/5:x+\/3.
En utilisant ce qui précede, on peut écrire :
0=a*—1022 +1=(y —V5)* = 10(y — v5)? + 1 = y* — 4/59> + 20y? — 24.
Ainsi (y* + 20y? — 24)? = 80y5, donc B(y) = 0, avec B(t) = (t* + 20t% — 24)? — 80t°.
Le polynéme B est unitaire a coeflicients entiers.

Comme y n’est pas entier (5 < y < 6), on en déduit que y est irrationnel.
1
2. (a) On sait que 0 < ¢(1 —t) < 7 5W 10, 1]. Le résultat en découle immédiatement.
(b) A, est un polynéme de degré 2n.

On développe A, (t) et on trouve : A, (t) = = ' E (Z) (—1)*tk = —1| E (Z) (—1)k¢ntk
n! n!
k=0 k=0

— La dérivée m-ieme de t"* est nulle si m > n + k.
(n + k)l gnth-—m
(n+k—m)!

Dans ce cas sa valeur en zéro est nulle si m <n + k et vaut m! si m =n + k.

— Elle vaut sim<n+k.

On en déduit que la valeur en 0 de la dérivée m-ieme de A,, est nulle (donc est élément de Z) sauf s’il existe
un entier k de {0,...,n} tel que m =n + k, c’est-a-dire sauf si m appartient a {n,...,2n}.

Dans ce cas, la dérivée en 0 du polynome A,, est égale a celle de son terme de degré n+ k = m, c’est-a-dire
—1)m-n n
celle du mondme L < )tm.
n! m-—n

m!

Donc si n < m < 2n, : P,(Lm)(O) =(-nm™" ( " )7 qui est dans Z.
m-—n

Dans tous les cas, P,gm)(O) est donc un entier relatif.

n!

(c) Pour tout réel ¢, on a A, (t) = A, (1 —t), et par dérivation : P/ (t) = =P/ (1 —t).
Un récurrence évidente donne alors : Vm € N, Vt € R, Al (t) = (—1)™A,(t).
En particulier : ¥Ym € N, P(™)(1) = (=1)"P("™)(0) est élément de Z.
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PROBLEME

Corrigé

3. (a)

2n 2n
On ¢, (0) = b 3 (=1)Fp*** AL (0) et g, (1) = a 3 (~1)Fp2r kAP (1).
k=0 k=0
On sait que les Aslk)(O) et A%k)(l) sont des entiers relatifs.
Pour tout n de N, on en déduit que ¢, (0) et ¢, (1) sont dans Z.
2n 2n
On trouve ¢/, (t) = bePt (p S (=1)kpnk AP (1) + S0 (—1)kp2"’kA7(1k+1)(t)).
k=0 k=0

Apres changement d’indice dans la deuxieme somme, on obtient :

2n 2n+1
lt) = bert (3 (~1)fp2n AP (@) =Y (—1)pPn AP @)
k=0 k=1

Apres télescopage, il reste : ¢/, (t) = beP (p2"+1A$lO) (t) + Aﬁ?”*”(t)) = bePtp? 1A, (t).

Si on integre cette égalité de t = 0 a ¢t = 1, on obtient :
1 1
on(1) = 0n(0) = [ 0rde =ttt [ o,
0 0

Sur [0,1] on a les encadrements 0 < A4, (t) < et 0 < ePt < eP.

4nn)
2n+1

Par majoration dans l'intégrale, on en déduit 'inégalité : |¢, (1) — ¢, (0)| < T
n!

)\’I’L
Mais pour tout A > 0, — tend vers 0 quand n tend vers U'infini.
n!

On en déduit que la suite de terme général u,, = ¢, (1) — ¢, (0) converge vers 0.

Mais c’est un suite d’entiers. Il existe donc un entier m tel que ¢, (1) = ¢, (0).
Ainsi /1 eP' A, () dt = 0, puis A,,(t) = 0 sur [0, 1] (positivité et continuité.)

Ce résu(itat est absurde car A,, est un polynéome de degré 2m.

Il découle de ce qui précede que pour tout p de N*, eP est irrationnel.

Soit r = P dans Q™*, avec p,q dans N* et pA g = 1.

Posons yq: e”. Puisque y? = e? n’est pas rationnel, il en est de méme de y.

Sir est dans Q™" : e7" n’est pas rationnel donc son inverse e” n’est pas rationnel.
Concluion : pour tout rationnel  non nul, e” est un irrationnel.

Soit r dans Q1*, avec r # 1. Le réel s = Inr est non nul.

Puisque e® est rationnel, il découle de la question précédente que s est dans ..

Pour tout entier k de {0,...,n}, le réel b"w?"~2% = p*q"~* est un entier.

Les ASZ%)(O), Agk)(l) étant dans Z, on en déduit que 1, (0), ¢, (1) sont dans Z.
On trouve tout d’abord :
E(t) = l(t)singt + mil, (t) cos it — map!, (t) cos wt + w2y, (¢) sinwt
= (m%1hy (t) + 1y (1)) sin 7t

— b (7# S (—1)ka2n=2k AZK) () 4+ SO (—1)k7r2”*2kAgk+2)(t)) sin 7t
k=0 k=0
On effectue un changement d’indice dans la deuxiéme somme :

n n+1
¢(t) = b ( S (—1)kr2n=2k AR (1) — SO (—1)%2“—2'@,45?’“)@)) sin 7t
k=0 k=1

Apres télescopage, et compte tenu de ce que A, est de degré 2n, on trouve :

€(t) = "2 (r2 An (t) + (1)1~ 2AP" D (1)) sin 7wt = b a2 +2 A, (¢) sin 7t

Sachant que 72 = %, cela se réduit a &'(t) = a"n? A, (t) sin t.

beP.
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(c¢) On integre I’égalité précédente entre ¢t = 0 et ¢ = 1. On trouve :

1 1 = T,
)60 = [ ear=are [Lansnmar i {40177

1
On trouve donc : 9, (0) + ¢, (1) = 7ra”/ Ay (t) sinmt dt.
0

1
(d) Sur le segment [0,1] on a 0 < A,(t) < o et 0 <sinwt < 1.
nn!
Par majoration dans l'intégrale, on en déduit I'inégalité : |1, (0) + 1, (1)| < %.
n!

On en déduit comme dans que la suite v,, = 1,,(0) + 1,,(1) converge vers 0.
Mais c’est un suite d’entiers. Il existe donc un entier m tel que ¥, (0) + ¥, (1).
1
Ainsi / A (t)sinmtdt = 0, puis A, (t) = 0 sur [0, 1] (positivité et continuité.)
0
Ce résultat est absurde car A,, est un polynéme de degré 2m.
11 découle de ce qui précede que 72 donc 7 sont irrationnels.
avec
Ti(t) =2t2—1
Soit un entier n # 2, tel que la propriété soit vraie aux rangs n — 2 et n — 1.
cos(n—2)0 = T, _o(cos ) { degT),_o =272
avec
cos(n—1)0 = T,,_1(cos6) degT, 1 =2"""!
On note que cosnb + cos(n—2)0 = 2 cos b cos(n—1)6.
On en déduit cosnb = 2cosb T,,_1(cos ) — T,,_2(cos0).
Cette égalité s’écrit : cosnf = Ty, (cos0), avec Ty, (t) = 2t Tyy—1(t) — Tr—a(t).

T2 et T, _1 étant des polynoémes a coefficients dans Z, il en est de méme de T,.

6. (a) La propriété est vraie si { (cos26 =2cos?f — 1.)

n=1

On peut donc écrire {

Puisque degT,,—1 =n—1 et degT},,_2 = n—2, on voit que degT,, = n.
Enfin le coefficient dominant de T}, est le double de celui de T,,_1, c’est-a-dire 27~ 1.

Tout cela prouve que la propriété est vraie au rang n et acheve la récurrence.
(b) Posons 6 = 7r. On constate que T),(cosd) = cosnf = cosmnm = (—1)™.

n—1 .
Mais le polynome T, peut s’écrire T,,(t) = 2" 1" + >~ a;t7, ol les a; sont dans Z.
§=0
n n—1 ;
Avec t = cosf = g, on trouve 2712 4 Zajzi — (=" =0.
q ¢ e
n—1 . .
Apres multiplication par ¢”, cela peut s’écrire : 27 1p” = — a;p’q" 7 + (=1)"¢™.
§=0
Mais le second membre est un entier multiple de q.
On en déduit que ¢ divise 2"~ p™, donc qu’il divise 2"~1, car ¢ A p™ = 1.
Il existe un entier k£ de {1,...,n — 1} tel que ¢ =2* (ona k > 1 car q # 0.)

Puisque les entiers p et ¢ sont premiers entre eux, il en découle que p est impair.

2 2 2 22k—1
(c) Avec 01 =20, on a cosf; =2cos?f —1 = q% —1= szT
e p1 . [q =221 . )
Cela s’écrit cosf; = —, ou 2 g2k avec p1 A g1 = 1 (en effet p est impair.)
@ pL=p°—27

D’autre part cosnfy = cos2mm = 1. On peut donc reprendre (a) avec 67 a la place de 6.

Il en résulte que q; s’écrit 251 (on le savait déja) avec 1 < ky < n — 1.

Or ¢ = 2?1 donc k; = 2k — 1 et on trouve 1 < k < k1 < n — 1. Supposons k > 1 par I'absurde.
On obtient 1 < k < k1 < n — 1. On peut alors considérer 05 = 260, 63 = 26, etc.

On en déduit une suite d’entiers k < ky < kg < - - - strictement croissante et majorée par n : absurde.

Ainsi k =1, donc ¢ = 2, puis p = 1 car § = cos7r €0, 1[. Donc cos r = %

1l en résulte mr = %, donc 7 = % : C’est le seul rationnel r de |0, %[ tel que cosmr € Q.
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