PROBLEME

Etude d’une famille de fonctions

4x

Pour tout réel A\, on note f, 'application définie par f(x) =

On note Cy la courbe représentative de f. A+1In ‘

i
Déterminer le domaine de définition D, de f,.

Placer soigneusement, les uns par rapport aux autres, les réels de R \ D,.

Montrer qu’on peut prolonger f\ par continuité aux points 0 et 4.
Dans la suite, on supposera que f) est ainsi prolongée.

Etudier la dérivabilité de fy en 0 et en 4 (on donnera l'allure de C,.)
Etudier les asymptotes verticales de la courbe C,.

Etudier Iapplication /) au voisinage de + co. On vérifiera notamment que Cy est asymp-
tote a une parabole quand A = 0, et a une droite quand A\ # 0. On précisera 1’équation de
I’asymptote et le placement de la courbe par rapport a celle-ci.

2
3. (a) Etudier les variations de 'application g, définie par 4¢,(z) = <)\ + ln‘ ’ 1 D fi(z).
:C J—
(b) En discutant suivant A, déterminer le signe de f} par intervalles.
En déduire les tableaux de variation de f) dans les cas suivants :
A>2A=20<A<2, A=0,A<0.
(c¢) Construire les courbes pour A=3, A =2 A=1, A=0, A\ = —2.
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PROBLEME Corrigé

Corrigé du probleme

Probleme 1

X

1. (a) L’ensemble D, est R\ {0,4} privé des solutions de I’équation (E) : ln‘ 4‘ +A=0.
x —
Or(E)@’ —|=c <1 ~=ee @x—l_ge/\,ave06€{ 1,1}
4
On en déduit : Dy =R\ {0,4, ay, by}, en notant ay = o et by = o
On doit maintenant placer ay et by par rapport a 0 et 4.
— Si A =0, alors ay n’est pas défini et by = 2. Dans ce cas Dy =R\ {0,2,4}.
— Si A # 0, alors 0,4, ay, by sont deux a deux distincts.
SiA<0,onal<by<4<ay; siA>0,etay<0<b, <4
. TN . P o
(b) On a }g%()\ +In ‘w — 4‘) = —o0, donc xlggl_ falz) =07 et Ilgg{r falz)=0".
De méme, lim ()\ + ln) ’ D = 400, donc lim fy(z) = 07.
x—4 xr — 4 r—4
On peut ainsi prolonger fy par continuité en posant f(0) = f1(4) = 0.
a(z) 4 ~ 4 . Alx)
2. O = d | =0".
(2) Ona x A+ Injz|—In|z—4| 0 In|x| e T
On en déduit que fy est dérivable en 0, avec f5(0) = 0.
La courbe y = f)\(z) présente donc une tangente horizontale a 'origine.
En fait c’est une tangente d’inflexion car lim fy(z) = 0% et lim+ ) =0".
rz—0~ z—0
() 4 ~ 16
On a =
r—4 A+hnjz|—Inlz—4|)(xr—4) 4 (4—2z)In|z — 4]
On en déduit lim M = —oo et lim hiz) =
c—4- 1T —4 x4t T —
On en déduit que fy n’est pas dérivable en x = 4.
F
Plus précisément, la courbe y = f\(x) présente y i
au point (4,0) une demi-tangente verticale dirigée )
vers le haut. Voici I’allure de la courbe au voisinage
des points d’abscisses 0 et 4.
( , X
(b) Il n’y a d’asymptote verticale que lorsque x tend vers a, ou|vers b,. 4
x 1 1 4
Notons dy(z) = )\+ln)$_4’. On a d)(x) = el wd—2)

dy est donc décroissante sur | — oo, 0[ et sur |4, +o0[, et croissante sur |0, 4].

Or d) s’annule en ay et en by. On en déduit les résultats suivants :
- SiA<0,onal<by,<4<ay.
Ainsi lim dy(z) =07, lim dy(z) =07, lim dy(z) =0", lim dy(z)=0".

T — by x—)bj\r T —ay x—)ai
Ainsi lim fy\(z)=—o00, lim fy\(z)=4o00, lim f\=+o0, lim+f,\(x)=—00-

— + —
T — by T — by T —a, T —ay
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-~ SiA>0,0onaay<0<by <4 (attention au signe de ay...)
Ainsi lim dy(z) =07, lim+ di(r) =07, lim dy(z) =0, lim+ dx(z) =07,

T —ay T —ay T —by z — by

Donc lim fy(z)=—o00, lim fi(x)=+o0, lim f\(z)=—00, lim f\(z)=+00.
T—a, T —ay T —by ac—>bj\'

—SiA=0,ona0<by=2<4, et ayn’est pas défini.

Donc lim dy(z) =07, lim dy(x) =0" puis lim fy(x)=—00, lim f\(z)=+o00
T —2- z— 2t T — 2~ z— 27T

On voit maintenant 1’allure des asymptotes verticales, dans les différents cas.

r 3 &

T\ )

A
¥y

L A

(c) ® On commence par traiter le cas A = 0.

d 1
D’apres I'énoncé, il faut arriver a fy(z) = ax?® + bx + c+ — + o(—).
x

x
I1 est plus simple de développer en 0. On pose x = X et on trouve :
4z —4 4
_ 64
In|—~ 4‘ Xn(1 —4X) X(4X +8X2 + 2XP 4+ 64X+ o(X"))
x p—
1 16 1 3 3y) !
- —2<1+2X+§X +16X3 + o(X ))
1 16 64
- [1 - (2X + X7 16X3) + <4X2 + X% - <8X3> + o(X?’)]
1 4 5 8 3 3
— —2<1—2X—§X — X% +o(X ))
1 2 4 8X

S o L o(X
x x 3 3 toX)

4 8 1

On obtient fy(z) = 2? — 2z — 3 3, + o(—) en revenant a la variable x.
x x

Ainsi Cy est asymptote a la parabole P : y(x) = 2? — 2z — 3 quand z — Fo00.
N 8
< 3z
Ainsi Cy est au-dessus de P quand x — —oo et en-dessous quand x — +00.
2

Le placement est donné par le signe de la quantité fy(z) — y(x)

au voisinage de oo, donc lim = +o0.

Plus modestement, on a fo(x) ~ x
T —r 00

La branche infinie est bien str une “branche parabolique” de direction Oy.
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e On va maintenant traiter le cas général A # 0. On pose toujours X = 1/x.

(@) . :
A X —= —=
_ — 4 8 64
X(a—In(1 - 4X)) aX(1+—X+—X2+—X3+0(X3))
@ o} 3
4 4 8 64 _ . 16 64 64 _ . .
. 1—<—X ° x? —X“) (—X2 —Xg)——X“ X3
OéX|: a +a +304 N a? +a2 al T olXY)
=—1—-——X+ —=X"— X X
ozX{ a * a? 3a3 +olXY)
. 4 16 322-a)1 256(a®—3a+3) 1 1
Ainsi £ fi(e) = Do = g+ = L - ()
4 16

Cela traduit I'existence de 'asymptote oblique y = — 2 — — quand z — +o0.
@ o

16 1
— Sia=2,o0na fy(z) :2x—4——2—|—o<—2>.
x x
Dans ce cas, la courbe est en-dessous de son asymptote quand z — +oc.

2 —«
— Si a # 2, le placement est donné par le signe de

ar
Sia < 0oua> 2 lacourbe est au-dessus de son asymptote au voisinage de —oo, et
en-dessous au voisinage de 400.

Si 0 < a < 2, la courbe est en-dessous de son asymptote au voisinage de —oo, et
au-dessus au voisinage de +o00.

S’il n’y avait pas eu le cas particulier a = 2, on aurait pu se contenter de pousser le
développement généralisé de fy(z) a ordre immédiatement inférieur.

1 1 4
3. (a) Ontrouvegk(:c):/\—i—ln‘ I4‘—x<—— 4):111 4’+/\+ 1
T — r - T — T —
L’application gy est définie et dérivable sur R\ {0,4}.
On observe que lim g¢\(z) = A et que limO gr(z) = —oc.
T —r 00 T —

) : . ~ 4:
D’autre part 3611214(1; —4)n|lz -4 =0= 21214(13 —4ga(z) =4 = ga(x) Pt
On en déduit lim g¢y(z) = —oco et lim g)(z) = +o0.

z—4- Tz —4t
11 4 8(2 — )

Enfin, pour = ¢ {0,4}, on trouve : g}(z) = el (@ — 47 = o(z — 42

On constate que ¢\(2) = A — 2. oo 0 9 4 +o0

g - + 0 - -

Voici le tableau des variations de g,.

fi(x) ale signe de gy(z) sur Dj.
+oo

On voit que 1 bre de soluti p2

n voit que le nombre de solutions

de gx(x) = 0 dépend du placement g \ / \ \
—a0 —0

de A par rapport a 0 et a 2. 2,

-0

4
On remarque qu’aux points « € {ay, by}, on a gy(z) = I #£ 0.
.1' R

Autrement dit, les points éventuels ou g, s’annule sont distincts de ay et de by.
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b) On a vu que le nombre et la position des points ou g, s’annule (donc ou f§ s’annule
g A
dépendent du placement de A par rapport a 0 et a 2.

~[h>2]

gx (et donc f3) s’annule en trois points g, 1, 2 tels que 29 <0<zy <2 <xo <A4.
ga(x) > 0 sur | — oo,z [U] 1, 22 [U]4, 400
ga(z) <O0sur ]xp,0[U]0, 21 [U]z9,4]

On a alors {

Soit x € {ay,bx}. Ona A > 0 donc x < 4 (cf question 1a) donc gy(z) =

On en déduit finalement : 2 < a) <0< by < 21 <2 < 29 < 4.

On en déduit le signe de g, (donc de fy), puis le tableau des variations de fy :

4
—4

X

A=2

On a alors {

< 0.

X —o0 X0 h, bl Xt 2 X2 4 a0
I + 0 - - 0 - -0 + 0 - +
f / 0 - \
N e
—an —o0 —o0 f(‘xl) 0
g2 (et donc f3) s’annule en un point oy < 0 et en 2.
gxa(x) > 0 sur | — oo,z [U]4,+00|
ga(z) <O0sur |zo,0[U]0,2[U]2,4]
Soit « € {ay,bx}. On a A > 0 donc x < 4 (cf question 1a) donc go(z) = % < 0.
l‘ —

On en déduit finalement : 2y < a) < 0 < by < 2.

On en déduit le signe de g, (donc de f3), puis le tableau des variations de f :

X

- X a, 0 2 4 4o
S +0 -] -0-1]- 0 - +
J(x0) + +0 +50
S / \ \0 \4
N
—n —a0 —eo \0
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-
gx (et donc f3) s’annule en un seul point z < 0.
>0 — 00, ul4,+
On a alors 9 () sur | = 00,20 [U] OO[, et zg < ay <0< by <2.
ga(z) < O0sur |xg,0[U]0,,4]
On en déduit le signe de g, (donc de fy), puis le tableau des variations de fy :
x |- Xy @, 0 b, 2 4 o0
A + 0 - - 0 - - +
S(xp) +co 40 420
S / \ 0 8/
" N,
— o0 — o0 — o0 0
- 1A=0
g2 (et donc f1) ne s’annule pas sur Dy. Rappel : ag n’est pas défini et by = 2.
On en déduit le signe de gy (donc de f), puis le tableau des variations de fj :
X |—oo 0 2 4 4o
Ll - o0 -] - N
40 +c0 +<0
f 6\
-
gx (et donc f3) s’annule en un seul point zy > 0.
4
Puisque A < 0, on a ay > 4, donc gy(ay) = 1 > 0.
ay) —
On en déduit finalement : 0 < 2 < by < 4 < ay < xg.
Voici le tableau donnant le signe de g, (donc le signe de f}) par intervalles :
x |- 0 2 al 4 b, Xp 490
STl - o - — + + 0 -
+0 +50 450 || 450 40
2y
—a0 0 Stxo)
(c) - On a ay ~ —0.07462944144, et by ~ 0.07194433984.
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De méme {

2o ~ —0.1993802369 71~ 0.1994133514 s A 3.273419703
F(x1) ~ 0.7578877204

f(xo) = —0.8372734264° f(xe) = 2.378402260

h

o ~ —1.543733104

A=2]:0 ~ — 6260705708, by ~ 0.4768116880, et
A=2]:Onaa 72 ¢ {f(:vo) ~ —8.558044316

107
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T —5.240933340

[A=1]: On a ay = —2.327906828, by ~ 1.075765686, et {

0~
flxg) ~ —48.43111568

20

-20

-30

-40

-80

-B0

A=0
107
g
g
4
5]
i 7 3 :
A :
4
5
31
104
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o ~ 7.311422664

= -2|: ~ 4.62 2, by ~ 3.523188313, et
On a az ~ 4.626070572, by e {f(xo) 2191191074

307

20

-20

Probleme 2

1. Puisque fy(z) = exp(zln(x — A)), on a Dy =]\, +oo[. Sur ce domaine fy est C*.

~SiA>0,ona lim xln(z—\) = —oco donc lim f\(z)=0".
z— At z— At

~SiA=0,ona lim zlnz=0" donc lim fo(z)=1".
z— 07t z— 0t

~SiA<0,ona lim zln(x — ) =+4oco donc lim fy(x) = +oo.

z— At z— At
2. Pour A > 0, on prolonge f) par continuité en A\ en posant fy(\) = ¢,.

_ A@) = A

Posons T)(x) quand X\ € R, donc quand A > 0.

T —A
o . B _ A
— Si A >0, doncsi fr(A) =0, onaT)\(zx)= P exp((x — 1) In(z — X)),
x E—
o Si A>1,alors lim (z—1)In(z — \) = —oo donc lim Ty(z) = 0*.
z— At z— At
oSiA=1,alors lim (x —1)In(z —1) =0~ donc lim Ti(z) =1".
x— 1t z— 1t
oSi0< A< 1, alors lim (x —1)Iln(x — A) = 400 donc lim Ty(z) = +oo.
x— AT x— At

folz) =1 oo 1 ~

— Si A=0, on aposé fo(0) =1. On a Ty(z) = 0 Inzx.
x x
On en déduit lim Tp(z) = —oo.
xz— 0t
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Les résultats précédents peuvent étre résumés de la maniere suivante :

-~ SiA=0:ilyaen (0,1) une demi-tangente verticale, dirigée vers les y < 0.

- Si0<A<1l:ilyaen (\0)une demi-tangente verticale, dirigée vers les y > 0.

— Sid=1:ilyaen (1,0) une demi-tangente de coefficient directeur 1, et la courbe est située

en-dessous de cette demi-tangente.

~SiA>1:ilyaen () 0) une demi-tangente horizontale.

Voici une illustration graphique des résultats obtenus :

y

Ay

F Y

; ¥ ¥

. V X /- _/_ .

0‘ x 0% 1 0 1 X 1 % = x
A=0 0<r<l A=1 2> 1

3. Pour tout v > \, fi(z) = [zIn(z = )] fa(z) = (In(z = ) + %) Fr(2).

x
Donc uy(z) = In(z — \) + e les applications fy(x) et uy(z) ont méme signe sur D,.
x R

(a) On suppose A < 0. Pour tout x > A, on a u)(z) = -

L’application u, est strictement croissante sur D,.

On a lim wuy(z) = —oco et

T — AT

lim uy(z) = +o0.
T — 400

1

—A

On en déduit I'existence et 'unicité d'un réel a > X tel que :

Ve el al, filz) <0;

fle) =0;

On en déduit le tableau de variations de f,.

Remarque : pour tout A, lir}rl falz) = +o0.
T — oo

Remarque : on a uy(0) = In(—a).

On en déduit :

— Sia < —1, uy(0) >0 donc a < 0.
— Sia=—1, u\(0) =0 donc a =0.

- Si—1<a<0,ux(0) <0 donc a>0.

Vo €|la,+ool, fi(r) <0;

X

A o,

+0

fi'

+ 00

430

(b) Pour tout x > 0, on fi(z) = (e*%) = (Inz + 1) fo(z).
On en déduit le tableau de variations de fj.

- Vze]0,1/el[, fi(x) <0

- A(1/e) =0

- Vzell/e 4o, filz) <0

1

1 1
On a — ~ 0.3679 et fo(=) = (=)"*° ~ 0.6922
[§ (§] [§
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1 A xr— 2\
4. (a) Pour tout x > A\, on a u}(x) = Py Sl P v = TSV
Onauy(e) = EZANME=N+e~ A x|y 2% o
r— A Ax—A '
U - 0 +
Il en découle lim wuy(z) = +o0. :

r— At 30
L’application v} a la signe de x — 2.
L’application u) atteint son minimum en x = 2\. H \ /
Ce minimum est uy(2)) = 2+ In A = In(\e?).

. o 2-+In(A)
Voici le tableau de variations de wu,.

Le signe du minimum de uy dépend de la position de A par rapport a e=2.

On en déduit les résultats suivants :
— Si A > e72 alors uy(2\) > 0. Donc uy(z) > 0 pour tout x de D.
— Si A= e 2 alors uy(2\) = 0 et uy(x) > 0 pour tout = de D, \ {2)}.
~ Si0 <A< e ? alors uy(2\) < 0.
Alors uy(x) s’annule en un unique gy de |\, 2\ [, et en un unique py de | 2\, o0 |[.

On a alors uy(x) > 0 sur |\, py [U] prg, +00f, et up(z) < 0 sur | g, po [-

L’application f} a le signe de uy. Les résultats précédents permettent donc de préciser le

sens de variation de f) par intervalles.

(b) Voici les tableaux de variations de fy dans les trois cas étudiés ci-dessus :

x A W 2% W 4| | X et 2e? 4ol | X | 3 o0
STl +0 - 0 + f! + 0 + S +
| — o

f / \ / f /;f(éz)/v £

fus) 0
l0<a<e” | A e’

5. On se donne A\; < Ay. Soit > Ay (donc x est dans Dy, N D,,.)

=

On a évidemment In(x — A2) < In(z — \y).

— Sixz>0,alors zln(z — A\y) < zln(x — A;) donc fi,(x) < fa, ()
— Sixz <0, alors zln(z — Ag) > xIn(x — Ay) donc fi,(x) > fi, () (& condition que Ay < 0.)
— Six =0, alors fy,(x) = fy,(x) =1 (& condition que Ay < 0.)

Ainsi les courbes Cy, et Cy, sont dans ’ordre de leurs indices sur R™*, et dans 'ordre contraire

—x%

sur R™. Elles se croisent au point (0, 1) (remarque : le placement sur R
en (0,1) n’ont de sens que si Ay < A2 <0.)

et le “croisement”
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6. Pour le tracé des courbes, on trouve neuf cas particuliers :

A < —1 (par exemple A\ = —=2), A = =1, —1 < XA < 0 (par exemple A = —1/2), A = 0,
0 < X< e ? (par exemple A = 0.07), A = e, e < A < 1 (par exemple A = 1/2), A =1, et

A > 1 (par exemple A = 2.)
i 2
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