PROBLEME

Enoncé

Quatre études de fonctions

On définit la fonction f : x> e'/* \/|z(z + 2)|.

1. Préciser le domaine de définition, de continuité, de dérivabilité de f.
2. Indiquer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
Préciser lallure de la courbe y = f(z) au voisinage de x = —2 et au voisinage de x = 0.
3. Etudier le sens de variations de f, et dresser son tableau de variations.
4. Etudier Pexistence d’une asymptote oblique quand z — —oo ou quand x — +o00.
Donner le placement de la courbe par rapport a cette asymptote.
5. Etudier la concavité de f et préciser les points d’inflexion.

6. Tracer soigneusement la courbe représentative de f.

Exercice 2

On considere lapplication f définie par f(z) = [tanz|“".

1. Indiquer le domaine de définition de f. Que dire de la dérivabilité de f sur ce domaine ?
Montrer qu’on peut réduire I’étude de f a l'intervalle |0, 7[.

Pour tout z de }0, 5 [, comparer f(m — x) et f(z). Que peut-on en déduire ?

2. Montrer que I'application f peut étre prolongée par continuité en z =0 et en x = 7.
s

3. Etudier le sens de variations de f sur [0, 5], et dresser son tableau de variations.

On donnera une valeur approchée de 1’abscisse xo pour laquelle f/'(z) = 0.

Procéder a une étude analogue sur {%, 7['}

s
5
5. Tracer soigneusement la courbe représentative de f sur un intervalle contenant [0, .

Exercice 3
2

_z?
On considére I'application f définie par f(z) = z2*-1.

4. Préciser l'allure de la courbe y = f(z) au voisinage de x = 0 et de = =

1. Indiquer le domaine de définition de f. Que dire de la dérivabilité de f sur ce domaine ?
Préciser les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

2. Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.

3. Indiquer 'allure de la courbe y = f(z) au voisinage de z = 0, de z = 1, et de +o0.

4. Tracer soigneusement la courbe représentative de f.

Exercice 4

1. Montrer que pour tout x > —1 (et x # 0) : 316, €]0, 1] tel que In(1 + x) = Tro0
2. On définit lapplication f par f(x) = 6,.

Préciser la dérivabilité de f, et donner les limites de f aux bornes de son domaine.
3. Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
4. Indiquer l'allure de la courbe y = f(z) au voisinage de x = 0 et de x = —1.

5. Tracer soigneusement la courbe représentative de f.

Mathématiques en MPSI mathprepa.fr
© Jean-Michel Ferrard

Page 1


http://www.mathprepa.fr

PROBLEME Corrigé

Corrigé

Exercice 1

1. f est définie et continue sur R*, comme produit et composée d’applications continues.
Elle est dérivable (et méme de classe C*°) sur | — oo, —2[U] —2,0[U] 0, +o0[.

2. — Au voisinage de +oo, on a f(z) ~ |z| donc lg)nf = +o00.
— L’application f est continue en —2, avec f(—2) = 0.
— Au voisinage de 0, on a f(z) ~ V2+/]z]e!/%.
¢ A droite de 0 on a donc I(i)IJ]rrlf = Egg \/5\‘;—; = +o0.
Ainsi la droite = 0 est asymptote verticale.
¢ A gauche de 0 on a l(i)IElf =0.

On peut donc prolonger f par continuité en 0 a gauche en posant f(0) = 0.

— On va préciser I'allure de la courbe au voisinage de —2.

Posons © = —2 + h. Alors f(x) = exp(— lJrh)\/]h(—Q +h)| ~ \/Ee\/\h|.

gm_{+oo sih— 0"
e h —o0o sih—0"

S22 _

On en déduit lim
h—0 h—0

L’application f n’est donc pas dérivable en —2. Plus précisément, la courbe y = f(z) admet au
point (—2,0) une demi-tangente verticale dirigée vers les y > 0.

— On va préciser 'allure de la courbe au voisinage de 0 (apres le prolongement f(0) = 0.)
On sait déja que 1(i]r+nf = +oo (asymptote verticale z = 0 & droite de 0.)

Quand z — 0~, f(z) ~ v/2+/|z|e’/* donc [@) /3L el

= \/me

On en déduit lim £ = lim —v/2 /[X] X = 0.

Il en découle que la courbe y = f(z) présente a l'origine une demi-tangente horizontale (la courbe
étant située au-dessus car f > 0 sur son domaine.)

En résumé, voici l'allure de la courbe y = f(z) au voisinage de z = 0 et de x = —2 :
&
F
V "\\_‘_ q
€ -
! x
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3. On remarque que pour tout z de R — {—2,0} on a f(z) > 0 et In f(z) = % + %ln |z(z + 2)|.

On dérive et on trouve : Vo € R — {—2,0}, J;((Jf)) =—%+3 igig = _(xlf():fgﬂ)
On en déduit : ¥z € R — {~2,0}, f'(2) = 25 f ().
L’application f’ est donc du signe de 22;22 donc du signe de (z + 2)(z + v2)(z — V2).
On en déduit le tableau de variations de f :
@ 2 V2 0 V2 +oo
7 - vo0 - - 0+
+o0 +0 +0
JN /
) \
A4y
.D 1]

On remarque les points (—v/2, f(—v2)) et (v/2, f(v/2)) en lesquels la courbe y = f(x) présente une
tangente horizontale. On a f(1/2) &~ 4,46 et f(—/2) ~ 0, 45.

4. On effectue un développement généralisé par rapport a U'infiniment petit %

f(x) = e/*\/le(z+2)| = |z| V% /1 + % (quand = — oo, 1+ % > 0)
— || (1+§+#+o(x—12)) (1+§f ﬁm(#))
=z (14 2+ % +o())
¢ On en déduit que quand = — +oo alors f(z) =2+ 2+ % + o(%).
La courbe présente donc 'asymptote y = z + 2 (la courbe est localement au-dessus.)

¢ De méme, quand x — —oo alors f(z) = —x —2 — % + o(%).
La courbe présente donc I'asymptote y = —z — 2 (la courbe est localement au-dessus.)

En résumé, voici 'allure de la courbe au voisinage de +oo.

&
\ ¥ /
y=x+2
y=-x-2
2
x
-
! O
)
5. On sait que pour tout x de R — {—2,0}, on a : f/(x) = mf(:v)
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On en déduit pour tout x de R — {—2,0} :

e = (=) @) + = )

2%(z +2) 22(x+2)
223z +2) — (22 — 2)(32? + 4a) + (2? — 2)?
B zt(x + 2)? /(@)

2(z% + 4z + 2)

= o W

L’application f étant > 0 sur R — {0, -2}, f”(z) a le signe de 22 + 4z + 2.
Mais (22 + 42 +2) = (r —a)(z — ) aveca = =2 — 2 et B = —2 +/2.

On en déduit le signe de f” et la concavité de f.

w 342 -2 2+92 0 +o

F + 0 - - 0+ +

f COHEE CONConse | fondande | SO SO

I = (a, f(@)) = (—3.41,1.64)
I = (B, f(8)) ~ (~0.59,0.17)

6. Voici la courbe représentative de f :

Il y a deux points d’inflexion : {
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Exercice 2

sr#kT, ke

) tan x est défini xZ£kn, kel
1. — f(x) est défini<

tanz # 0 r#5+kr, kel

Pour = # k% (k € Z), f est continue, dérivable et méme de classe C*° comme composée de fonctions
ayant ces propriétés.

— On remarque que f est 2m-périodique. On peut donc limiter ’étude a un intervalle de longueur 27,
puis procéder & des translations de vecteur 2kn 7 (avec k € Z) sur la portion de courbe obtenue.

D’autre part, f est paire. On peut donc limiter I’étude a |0, 7[ (avant d’effectuer une symétrie par
rapport a l'axe Oy.)
- Sur 0, 5[, on a f(r — ) = |tan(w — 2)] ") = [tan | " = 7

-
On peut déduire les variations de f sur |7, 7| de ses variations sur 0,

S

i

En effet si I est un intervalle de ]0, [ sur lequel f possede une certaine monotonie, alors f a la

méme monotonie sur l'intervalle J se déduisant de I par la transformation = — 7 — x (la symétrie
par rapport a 3.)

Cela vient du fait que = — f(x) est la composée de x — m — z (décroissante), de x — f(z) et de
x % (décroissante.)

2. Pour tout x de ]0, 5[, on a cosx > 0 et sinz > 0.
f(z) = (tanx)®** = In f(x) = coszIntanx = cosx Insin x — cos z In cos .
On en déduit :

o lir+nf(:c) = 07". En effet In f(z) = coszIntanz ~ Intanz ~ Inz — —oo0.
0

On peut donc prolonger f par continuité en 0 & droite en posant f(0) = 0.
Mais la parité de f fait qu’elle est alors continue a l’origine.

Par périodicité, elle est alors continue en tous les © = 2km.

o (li/H)l f(x) =17, En effet In f(z) = cosz(Insinz — Incosz) ~ —cosz(lncosz) — 0F
T/2)"
Cela résulte de ce que (—tInt) — 0T quand t — 0%, et ici ¢t = cosz — 0.
On peut donc prolonger f par continuité en 5 & gauche en posant f(5) = 1.

Mais la relation f(z) = ——— prouve alors que lim f(z) = 1.
() f(r—z) (n/2)+ ()

Ainsi prolongée, f est donc continue en 7 (et par périodicité en tous les x = 7 + 2km.)

3. Pour tout x de ]0, Z[, on a In f(z) = cosz Intan z.

12
On en déduit, pour tout = de |0, 5 :
!
(@) = —sinx Intanz 4+ cosx ————
f(x) cos? r tanx
1
= —ginz Intanz + —— = sin( —5— — lntanx>
sin sin®

Sens de variation sur I'intervalle |0, 5[ :

1

o7 est strictement décroissante.

— 1+ sin? z est strictement croissante > 0. Donc x —

— x — tanx est strictement croissante. Donc x — — Intan z est strictement décroissante.
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1
sin?

— Intanx est strictement décroissante sur |0, Z[.

On en déduit que g : = —
Or l(i]r+ng($) = 400 et (75121)17 g(x) = —o0 : g (continue) est une bijection de ]0, 5[ sur R.
En particulier 3z € ]0, 5[ tel que g(x) > 0 sur |0, zo[, g(xo) = 0 et g(z) < 0 sur Jzo, 5[.
Remarque : on observe que g(%) = 2. On en déduit § <z < 7.

Sur |0, 5[, f'(x) = (sinz) f(x)g(x) a le signe de g(z).

0 /4 In il

7 +

On en déduit le sens de variation de f :

On remarque que f(7) = 1.

9(1.25) ~ 0.009 > 0

g(1.26) =~ —0.03 < 0

On en déduit 1.25 < zg < 1.26]

Dantre port { F(1.25 ~ 1.4154 /
£(1.26) ~ 1.4153 0

Donc f(xo) =~ 1.415

On vérifie que {

/

Sens de variation sur 'intervalle |3, 7| :

Sur |3, 7[, on a f(x) = m donc f'(z) = }C;((Z:Z)), avec T —x € |0, 5[

On en déduit que f est : /3 T, I 1
o strictement décroissante sur |5, m — x| 7 _ IEI N i N
© strictement croissante sur |7 — xo, 7| : ; —
On a 17121 flz) = hm; 7 = F00. i i /
On am—zp €]1.88,1.89] I i :
flr —20) = 7h ~ 0.71 \‘/
On voit que f (%’r) =1 Jlxg)

. — Au voisinage de 0
Sur ]0, 5[ on a ln@ =coszlntanz —Inz = (cosz — 1) Intanz + In ta%

Quand x — 0T, (cosz — 1) Intanz ~ —%lnx — 0T, et ta% — 1T = lnta% — 0.

On en déduit que limIn @) — ot done lim L& = 1+,
o+ z o+ 7

Ainsi f est dérivable a droite a I'origine, avec f;(0) = 1.
La courbe y = f(x) admet la demi-tangente y = x en (0,0) (courbe au-dessus).
L’application f étant paire, elle admet une dérivée a gauche en 0 et f;(O) =—1.

Il y a donc la demi-tangente y = —x en 0 a gauche (courbe au-dessus).

— Au voisinage de 3

Sur ]0,Z[ on a f'(z) = (sinz)f(z)g(x), avec g(z) = —— — Intanz.

72 sin“
Or limsinz = lim f(z) = 1 et lim g = —o0o. On en déduit lim f'(z) = —oco.
/2 /2 (z) (n)2)- (r/2)- ()
De méme, I'égalité f'(x) = LT q lim f'(z) = —oc.
e méme, 1'égalité f'(x) g donne (ﬂ}rzr)lJr fi(z) 00
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Ainsi f n’est pas dérivable en z = 7.

Plus précisément, la courbe y = f(z) présente en (3, 1) une tangente verticale.

En résumé, voici l'allure de la courbe au voisinage de z = 0 et de z = 7.

n I T

5. Courbe représentative :

Exercice 3

1. L’application f est définie, continue, dérivable (et méme de classe C*°) sur RT™* —{1}, comme composée
de fonctions ayant ces propriétés.
2

Pour tout  de R** — {1}, In f(z) = ;U . Inz.
22—
. . 2 = . At . a4+
Puisque 1(1]r+nm Inx=0",o0na 1(1)I+nln f(z) =07 donc 1(1)131 flz)=1".
1 2] 2] 1
Au voisinage de 1, on a xn_xl ~ 1 donc iQ iml: = xj— T xn_xl ~ 5

On en déduit lim flz) =expi = e

On peut donc prolonger f par continuité en 0 et en 1 en posant f(0) =1 et f(1) = +/e.
2. Pour tout x de R** — {1}, on a :

e = (29) s = (MG e e

—2zlnz x T
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Sur R** — {1}, f'(z) est donc du signe de g(x) = —2Inz + 2% — 1.
2(x? — 1)

2
Or, pour tout > 0, ¢'(z) = —= 4+ 2z =
x x

L’application g est strictement décroissante sur |0, 1], et strictement croissante sur ]1, 4o00].

Or g(1) = 0. Il en résulte que g(z) donc f’(z) sont strictement positives sur RT™* — {1}.

0 1 +o2
Ainsi f est strictement croissante
sur |0, 1] et sur |1, 4+o0]. J + +
Comme f est continue sur R, +
elle est strictement croissante sur RY. f N /
Le tableau de variation de f est trés simple. 1 /

3. — Etude au voisinage de 0

OnaM:E(ex

X T

2
x lnx_l) N zlnx Lot

22 _ 72 —

L’application f est donc dérivable en 0, avec f'(0) = 0.

la courbe y = f(z) a en (0,1) une demi-tangente horizontale (courbe au-dessus).

— FEtude au voisinage de 1

h? h3
On pose x = 1 + h. On rappelle que In(1 + h) = h — 5 + 3 + o(h?).

On forme alors le développement limité de In f(1 4+ h) en h=0:

2 2 2 13
In f(z) :lnf(l—i-h):mln(l h):m< —hf—i—hf—i-o(hi;))

h(2+ h) h(2+ h) 2 "3
B 2
11+2h+% +0(h?) 1 3. h? ) h k2 )
= =—(1+2h+— 1—— 4 —
> i 5 (1 5h+ S o) (1= 3 + 5 +o(h?)

:;<1+h—}g+o(h2)>

On en déduit le développement limité de f(1+h)en h=0:

2 2
f(z) =f(1+h) :expé(l—i-h— %+o(h2)> - \/Eexp@—%m(h?))
2 2 2
:ﬁ<1+(g—%)+%%+0(h2)> :\/E<1+g+%—l—o(h2))

On constate que f admet un développement limité d’ordre 2 en x =1 :

PN
flx)=+Ve+ 7(95—1)4-%(:6—1)2—%0(3:—1)2

_ Ve
2

Si on pose f(1) =+/e, I'application f est donc dérivable en 1, avec f/(1)

Ce développement montre aussi que y = f(z) est au-dessus de sa tangente en x = 1.

— FEtude au voisinage de 4+o00

T Inzx
On sait que lim f(z) = 400. On a limIn f@) = lim — =0T,
+oo +oo x +oo x4 — 1
Mathématiques en MPSI mathprepa.fr Page 8

© Jean-Michel Ferrard


http://www.mathprepa.fr

PROBLEME Corrigé

On en déduit Em @ = 1", Enfin, on sait que eX —1 ~ X quand X — 0.
o T
. Inz Inx "
Il en découle f(z) —x = x(exp poR ) ~Ta— 0".

On en déduit que y = f(x) posséde 'asymptote y = z en +o00 (courbe au-dessus).

4. Courbe représentative de f :

A1

Exercice 4

1. Pour z > —1, légalité des accroissements finis appliquée sur [0, z] & z — In(1 + z) donne :

x
30, €10,1[, In(1 +2) =In(1) + xIn’(1 + O,2) = T
L’unicité de 6, résulte de ce qu’on peut extraire 6, de 1’égalité précédente.
1 1
On obtient en effet : Vo > -1, 0, = ———— — —.
In(l+2z) =

2. L’application f est définie sur | —1,0[U]0, +oo].
Sur ce domaine, elle est de classe C*°.
li =1etli =0.
On a Jim, f(z) =1 et lim f(z)
—In(1 1 —In(1+z) =% +o(z?) ~ &
Eno’f(x):wéf {.’13 n( CU) 22 (I) 2
zln(l+ ) 2 zln(l+z)~x

On peut donc prolonger f par continuité en —1 et en 0 en posant f(—1) =1 et f(0) = %

3. On calcule la dérivée de f, pour tout x > —1 (et  # 0) :

f'(x) ! + = ! <In2(1 + ) i )
x) = 3T 9121 Lo -
(1+2)In®(1+2) 22 22In%(1+2) I+
/ A 3 .
f'(z) a donc le méme signe que : o(@) h(z)
2 7
2 x gc x
_ = — In(1 —
In*(1+ z) T+ (111(1+3U) \/m) <n( + ) + \/m)

In(1+z) et ont le signe de z. Il en est donc de méme de h(x).

T
vi+x

Pour déterminer le signe de g(:Li), on étudie les variations de g : k()
x x
! 9@ = T irs T2t a2 Arap " 2
1 1 1-vl+=z
Pour z > —1,on k() = — — - = ———.
(@) 2V1i+az 2 21+«
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On en déduit successivement les variations de k, puis le fait que ¢’(z) < 0, puis les variations de g, le
signe de f’ et les variations de f :

4. — Au voisinage de 0 :

1 1 1 1
/(@) _mu+@*}_5( r 2 2*0
1-5+5+ o(x?)
2 x? 9
I O 1)
(4% 5 T 3) o Tole)
1/x 22 9 1 =z
=25 T ) =z +ow
1
Ce développement montre que f est dérivable en 0, avec f'(0) = 13

— Au voisinage de —1 :
On a lim (1+ z)In*(1 =07 donc lim f'(z) = —o0.
na(jgl+( + ) In“(1 + x) onc (J{I)l+f($) 00

la courbe y = f(x) a donc en (—1,1) une demi-tangente verticale dirigée vers les y < 0.

5. Courbe représentative :

| 17
|
[
0.254
1 U 1 2
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