PROBLEME

Enoncé

Approximations de m a aide de développements limités

Au dix-septieme siecle, des mathématiciens comme Huyghens et Snellius entreprirent de calculer
des valeurs décimales approchées de 7 par des méthodes trigonométriques élémentaires. Il s’agissait
d’améliorer la double inégalité classique sinz < x < tanx valable sur ]0, 5[ en introduisant des
fonctions :

> 2

— Qui s’expriment simplement a 'aide des fonctions trigonométriques usuelles.

— Peu différentes de x au voisinage de 0.

Les fonctions f; et f; de ’énoncé sont celles de Snellius; fo et f3 sont celles de Huyghens.

1.

Soient a,b des réels positifs ou nuls. On pose m(a,b) = QQTM et g(a,b) = Va2b.
Comparer m(a,b) et g(a,b).

[ :

(8 sin % — sin :17)

Dans toute la suite, on définit les fonctions suivantes sur |—

vl
vl

filz) = 7L folz) =

fs(x) = Vsin?ztanz,  fi(z) =

Calculer les développements limités en 0 de ces fonctions, a l'ordre 5.

Wl— W~

(2sinx + tanx)

En déduire l'existence de > 0 tel que : VY €]0,n[, fi(z) < fo(z) <z < f3(x) < fa(x).

On suppose ici que = appartient a I = |0, %[ Quel est le signe de fy(x) — f3(x)?
On pose u(x) = 3(2 + cosz)(fo(x) — fi(z)). Linéariser u(x).

Montrer que u'(x) = P(cos %), ou P est un polynome de degré 4. Factoriser P.
En déduire, pour x dans I, le signe de «/'(z) puis celui de fo(x) — fi(x).

. On pose v(x) = x — fo(x). Montrer que v'(z) = Q(cos %), ou () est un polynome.

En déduire, pour = dans I, le signe de v/(z) puis celui de v(z).

On pose w(z) = f3(x) — x. Calculer et factoriser w'(z).
En déduire, pour = dans I, le signe de w(z).

Quelle suite d’inégalités les questions 3 a 6 permettent-elles d’obtenir sur 7

. . T s T 4
Seules les valeurs des fonctions trigonométriques de 7 et & sont supposées connues.

T

127
. A~ . i N . . /7
Faire de méme avec sin 57 a l'aide de radicaux superposés.

Calculer des expressions simples de cos sin % et tan 17T—2

Calculer les expressions par radicaux de X = 12f5({5) et de Y = 12f3({5).
En déduire un encadrement de .
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PROBLEME Corrigé

Corrigé

1. Pour comparer m(a,b) et g(a,b), on factorise m3(a,b) — ¢*(a,b) :
1
m?(a,b) — ¢*(a,b) = 2—7(8a3 + 12ab + 6ab® + b* — 27a°b)

L= 02a+0)

1
= —(8a® — 15a®b + 6ab® + b*) = o

27
Si a # b, alors 8a + b > 0. On en déduit m3(a,b) > ¢*(a,b) donc m(a,b) > g(a,b).
Bien sir, si a = b alors m(a,b) = g(a,b).

2. Remarque : les fonctions f1, fo, f3, f4, f5 sont impaires. Les développements limités seront donc
de la forme fi(z) = ax + bx® + cz® + o(z®).

— Développement limité de f; a 'origine :

T — =+ = +o(z°)
| |
file) =3—"3—>;
g T 5
B R
23 LT -1
—(f—ﬁm* v (7*—*( ")
z? 9\ (1 N
1T ) Bt
x( 6+120—|—o(x) t5 = +o()4
1 1 1 T
O )
o(1+04 (55— 55 + 1 +o0")) = (1 - 355 +ol@)
On a donc ob -
fenu : —r—
n a donc obtenu : fi(z) =z 180+( %).
— Développement limité de fy; a 'origine :
1 r a3 x® x> a
A ) (- )
f2(2) 3( 2 "3 Tame to) —(r gt o)
1 3 x°
= (321 >_ _ v
3("’3 15 To)) = g o)
— Développement limité de f3 a 'origine :
2 4 2 4 -1/3
= s 1/3 _ <1_:c_ L )(1_3:_ r 4)
f3(zr) =sinz(cosz)” x 5 +120+0(:B) 5 +24+O( )
2 ot 2?2 2t 2t
B N e
x( 6+1240+0(x) "% 7z+18+()
2 oz 2’ x
i ) e
x( 6+120+(x) +6+24+0(x)

1 1 1 x°
— 1 4 - = - 4 — d
x( +x<24 36+120)—|—o(x)> :1:+45+0( z”)

— Développement limité de f; a 'origine :

1 x3 b x3 2P x
S 7 i rosr > . 5
falz) 3( g tg et gt tol@)) =a+55+o)
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PROBLEME Corrigé

On constate qu’au voisinage de l'origine on a les équivalents suivants :

1‘5 ZE5
@)= K@)~ o a )~
fa(@) —w ~ filw) = fola) ~ 3¢

Deux fonctions équivalentes en un point ont méme signe au voisinage de ce point.
On en déduit P'existence de n; tel que sur |0, 7| on ait fo(z) — fi(xz) >0
De méme il existe 7, tel que sur |0, 7o[ on ait x — fo(z) > 0.
Il existe également 73 tel que sur |0, 73] on ait f3(x) —x > 0.
Enfin il existe n4 tel que sur |0, ny[ on ait fy(z) — f3(x) > 0. Soit n = min{ny, 72, N3, M4}
Ce qui précede montre que sur |0,n[ on a: fi(z) < fa(z) <z < f3(x) < fa(x).
3. Sur I = ]O, 5
Il en résulte que : Vo € I, fy(x) — f3(x) = m(sinz, tanx) — g(sinz, tanx) > 0.

[ on a cosx # 1 donc sinx # tanz.

4. On linéarise u(x) :
u(z) = (2+cosx) (8sing - sinx) —Osinx
3 1
= 16sin§ — 1lsinx—0—4<sin§ — sin%) — §sin2x
1
= —3 Sin2x—|—4sin§ —1lsinz + 12811&%
Il en découle
3
u(z) = —cos2x+6cos7x - 11COS£C+6COS§
2
=1- 2(2(3082 g — 1) +6(4cos3 g — 3COS§) — 11(2cos2§ — 1) +6cos§

= —80054§+24cos3§ — 14COSZ§ — 1200s§ + 10

Ainsi u/(x) = P(cos g), avec P(t) = —2(4t* — 12t + 7t? + 6t — 5).
On factorise le polynome P :
P(t) =—-2(t—1)(4t3 —8t* —t +5) = —2(t — 1)*(4t*> — 4t — 5)
1-6 1
b=

2 Y

+V6

—8(t—1)*(t—a)(t—p) avec a= 5

2
Pourtoutxde],onaoz<§<t—cosg<1<6doncP(t)>0.

Ainsi v/(x) > 0 sur I. Mais u(0) = 2(f2(0) — f1(0)) = 0. Il en découle : Vz € I, u(x) > 0.
Or on a u(x) = (2 + cosz)(fa(x) — fi(z)) et 24 cosx > 0.
On en déduit Vz € I, fi(z) < fa(x).

1
5. Onav(x)=x— fo(z) =2 — —(8sin§ - sinx). On en déduit :

3
, 1 x 1 x 0 T
V() =1-— —<4cos— - cosa:) =1- —<4cos— —2cos” = + 1)
3 2 3 2 2
2 o T T 2 T 2
:—<cos ——ZCOS—+1) (cos——l)
3 2 2 3 2
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Ainsi v'(z) 2 0 sur R, et v/(x) ne s’annule qu’en des points isolés (les © = 4k, k € Z.)
L’application v est donc strictement croissante sur R. Or v(0) = — f»(0) = 0.

On en déduit en particulier : Vo € I, v(z) > 0, c’est-a~dire fo(x) < z.

6. Pour tout z de R, w(z) = f3(z) — z = (sin®z tanz)"* — 2 = sinz(cos ) /% — .
On en déduit la factorisation de w'(x) :
1 1
w’(x) = (COS 13)2/3 + g sin2 I(COS I>_4/3 — 1= (COS .T)2/3 + 5(1 _ COS2 JI)(COS .73)_4/3 -1

1 1
(cos z)** + g(cos 2) 1= g(cos z) Y3 (2 cos® ¥ + 1 — 3(cos :c)4/3)

2
3
1 2
g(cos z) Y3 <(cos z)? — 1> (2(008 2)?? + 1)

Il en découle que w'(x) > 0 sur I. Or w(0) = f3(0) = 0. On en déduit w(x) > 0 sur I.
Conclusion : pour tout x de I, on a x < f3(z).

Les questions 3 a 6 donnent donc : V € I, fi(z) < fo(x) <z < f3(z) < fa(z).

7. COSEZCOS<E—Z> \/5(1+\/§) sinlzsin<z—z> :ﬁ(\/g—l).

12 1 6) 4 12 16 4
1 4-2
tanl:\/§ = \/§:2—\/§.
12 V/3+1 9

2 1 /4 6 2
0083—2:20082;—4—1:\/T_(l+\/§):>cos%:§\l—+\/;+\/_.
oo T V24V6+4 1 [4—6—-V2
sin—=4/1—cos2 —=4{/l— —— = 4[] ———— |

24 24 8 2 2

On évalue maintenant les expressions X et Y :

X :UﬁQ%):4@93%—an%):unﬁilgilé—vﬁwﬁ—n

V3 (VI VB Vi 1)

Y =12f3 (%) = 12(81112 171'_2 tan %)1/3
—12( - VBA-2v5) " = 614 - 8VE)

Les inégalités fo(x) < z < f3(z) donnent X <7 < Y.
Une application numérique donne 3, 1415 < 7 < 3, 1420.
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