PROBLEME Enoncé

Une intégrale dépendant d’un parametre

Dans ce probleme, on étudie l'intégrale F(«) = /

oo dt
o 1+t

, oll v est un réel.

Premiere partie

1.
2.
3.

4.

Montrer que 'application F' est définie et positive sur I = |1, 400 |.

Calculer F(2), F(3), F(2).

2 1 a—2
141
Pour tout o de I, montrer que F(a) = | —— dt.
. 1tte

Montrer que 'application o — F'(«) est convexe sur . )
14t~

Indication : pour ¢ fixé dans |0, 1], considérer I'application h; : « — T

Deuxieme partie

Dans cette partie, on se donne deux entiers n et p strictement positifs, avec p < 2n.

2k —1
Pour tout entier k de {1,...,2n}, on note 6, = 5
n
1. Pour tout réel 0 de |0, 7 [, calculer les sommes suivantes :

n

Co(8) = 3 cos(2k — 1)8, S,(8) = 3" sin(2k — 1) et Do(6) = 3° (2k — 1) sin(2k — 1)6.

k=1
. . par~! , P~
2. Montrer que la fraction rationnelle R(z) = o décompose en R(z) = = Z Ri(x), avec
" n
Re(x) apx + by, Détermi b ot Péoalité i 0 =
x) = . Déterminer ay, by, et prouver I'égalité > a; = 0.
k 22 — 2xcosb + 1 k) Ok €L D & =1 .
3. Pour tout k de {1,...,n}, soit S la primitive de Ry qui s’annule en 0. Montrer que :
a x — cosf
Sp(z) = —1In <x2 — 2x cos Oy, + 1> + sin(p 6) arctan(,—k> + (z - 0k> sin(p Oy,).
2 sin 6, 2
_ 2n +oo o T
4. Montrer que si « = —, alors F(a) = R(t)dt. En déduire F(a) = ——.
P 0 asin
5. On suppose que « est quelconque dans I. Montrer que F(a) = 7T —.
asin —
«
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PROBLEME Corrigé

Corrigé du probleme

Premiere partie

1. Pour tout réel o, I'application f, : t — 1 est définie continue sur R**.

ta

Elle est continue en 0 si o > 0 et prolongeable par continuité par f,(0) =0 si a < 0.

Sia>0,ona tliin falt) € {%, 1} donc f, n’est pas intégrable sur R*.
—+00

1
Sia>0,ona fu(t) ~ m quand ¢ tend vers +oo.

On en déduit (comparaison avec les intégrales de Riemann) que f, est intégrable sur R* si
a > 1, et non intégrable sinon.

Autrement dit, 'application a — F'(«) est définie sur I =] 1, +o0].
Puisque f, est strictement positive sur R, il en est de méme de F'(a) pour a > 1.
oo dt foo

2. Ona F(2) = — |arctant | "= 7.
na F(2) /0 e arctant | 5

1 1 a bt + ¢
P lculer F'(3 t == = .
our calculer (),omnoequel_H3 (T DE—t+1) t+1+t2—t+1

1
On multiplie la décomposition par t + 1 et on donne a t la valeur —1. On trouve a = 3

On donne a ¢ la valeur 0 et on obtient a + ¢ = 1.

On multiplie la décomposition par t et on fait tendre ¢ vers +o00. On trouve a + b = 0.

Adnsi 1 1 ( 1 t—2 ) 1 2t — 1 . 1
insi = - — = — .
14+t 3\t+1 ?—-t+1 3(t+1) 6(t2—t+1) 2(2—-t+1)
Une primitive de —— ! ¢ 2 arctan — (t 1)
ne primitive de = est — arctan — (¢ — =
P 2 _t11 N2, (V3\2 V3 NI
t=3) (%
Une primitive d t d (t) 1l(t+1) 1l(t2 t41) + L arctan 21
ne primitive de est donc =—In — —1In(t* — — arctan .
P 148 B =3 6 V3 V3
1 t+1)2 1 2t — 1
Ainsi g3(t) = A In % + 7 arctan 75
1 -1 s u
On trouve ¢g3(0) = — arctan — = ——— et lim r)=——.
90 = g U5 = Tos LA = o 0s
oo dt 2mv/3
Finalement, on obtient : F'(3) = /0 126 xl—1>I—Poo g3(x) — g5(0) = 73/_.

3
Pour calculer F (5), on commence par effectuer le changement de variable u = v/t.

—+o00 —+oo 2
On trouve F(§> :/ i:/ udu.
2 o 1+13/2 o 1+4+ud

214 u)du /+°° du
)y wr—u+1

3
On constate que F(§> +2F(3) = /0 T

Ainsi F(g) +2F(3) = i[arctan 2t — 1];“)0 _ jg(”‘*’ 7T> _ 873

V3 V3 o T 9
27r9\/§’ il en découle F(;) = 47T9\/§

3

Puisque F(3) =
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PROBLEME Corrigé

1 +o0
dt dt
3. Pour a > 1, on écrit F(a) = / —l—/ :
cltte ), T4

1
Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable u = n

/+°° dt /0 du /1u°‘_2 du
On trouve =] — = .
A L (14 u) o 1+u~

1 1102 1 -2
dt e dt 1+t
On revient a la variable t : F'(a) = / - +/ — = / +—a dt
c1rte T ), 14t

1 + ta72
1L+t 1
Avec ces notations, et pour tout a > 1, on a I'égalité F'(a) = / hi(a) dt.
0

4. Pour tout ¢ de |0, 1], on définit h; : o —

1 1—¢?
Pour tout o > 1, on a h(a) = t_2<1_ 1+ta)'

On va montrer que h; est convexe.

Pour cela, il suffit de prouver que k; : o +—> — est concave.

1+t
k(o) =1+t = k(o) = —(Int)t*(1 +t*) 2

= k() = —(Int)?t* (1 +t*) "2 + 2(Int)? 2> (1 + )3

= k(o) = —(Int)*t> (1 +t*) 2 ((1 4 t*) — 2t*)

= k(o) = —(Int)?¢* (1 +t*)73(1 — t*)
On constate que k;'(«) est strictement négative pour tout a > 1.
Ainsi k; est concave, donc h; est convexe, pour tout ¢ de |0, 1]. Autrement dit :
vVt €0,1], V(a,B) € I*, VX € [0,1], hy(Aa + (1 — N)B) < M() + (1 — N hy(B).
Si on integre cette inégalité de t =0 a t = 1, on trouve :
Via,B8) € 12, VA€ [0,1], Fa+ (1 =XN)B) < AF(a) + (1 = N F(B).
Cela prouve la convexité de 'application F' sur I'intervalle [.

Remarque : F' étant convexe sur l'intervalle ouvert I, elle y est continue.

Deuxieme partie

1. On calcule T,(0) = C,(0) +1iS,(0) = 3. !*=V8 qui est la somme des n premiers termes d’une
k=1
suite géométrique de terme initial e et de raison ¢ = e*? (g # 1 car 0 < 0 < 7.)

2inb nl ind —inb R :
e —1 I A L o 2isinnb o sinnd
On trouve T,,(0) = ¢ — = TR = Mt T — it T
et _ 1 et it — gt 2isin 6 sin @
cosnf sinnf  sin2nf sin’nf

Ainsi C,,(0) = ReT,,(0) =

£ S,(0) = Im T}, (0) =

sin ¢ = 2sing © sinf
On remarque enfin que application 6 — D, (0) est la dérivée de 6 — —C,,(0).

in 2n6 — 2n si 2
On en déduit Dy(6) = —C" (9) cos 8 sin n92 . 2nesm€cos nb
sin
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PROBLEME Corrigé

2. On va décomposer R(x) sur C, puis regrouper les éléments simples conjugués.
Les poles complexes de R sont tous simples. Ce sont les racines 2n-iemes de —1.
Or2"=-1&3ke{l,...,2n}, z= exp(—;—z + k%) = ek,

Compte tenu de I’hypothese p < 2n, la partie entiere de R est nulle.
2n

A
La décomposition de R(x) sur C s’écrit donc R(x) = Z " _’;z‘ak’ avec \;, € C.
k=1
A(x) A(z) = pzPt . A(etr)
E tant R = t AL = —.
n notant R(x) B)’ avec {B(x) L on sait que \j B0
Mais B'(x) = 2na®""! = B'(e!%) = 2n (e )2 = = —2n ek,
Finalement, pour tout & de {1,...,2n}, on a: \;, = —2£ ek
n

Pour tout k € {1,...,n}, on a g, 1 = 27 — 0 donc exp(iba,+1-x) = exp(iby).

Par regroupement des termes conjugués dans la décomposition de R(z), on trouve :

n

R(x) = i( A + M ) — Z 2Re Ay — 2Re (Ape ™)

\x—ef x— e c~  a?—2wcosf+1

Mais Re A\, = —% cos ply, et Re (A\ge %) = —% cos(p—1)b.

= apr + b a, = — cos pl
On trouve donc finalement R(z) = i E kL D ou{ " o
n 22 —2xcosby + 1 b = cos(p—1)6
k=
: pa? .
Quand on fait tendre = vers co dans zR(r) = —; T la limite est 0 car p < 2n.
€T n
Si on remplace R par sa décomposition, le méme passage a la limite donne ) ay.

n k=1
On en déduit I'égalité » ar = 0.
k=1

Autre méthode : Y ar = — > cosply, = — > cos(2k — 1)8 avec 0 = P e 10,7 .
k=1 k=1 k=1 2n
En utilisant la question II.1, on trouve »_ ar = —C,,(6) = 0 car sin2nf = 0.
k=1

arx + bk T — COS Qk aj. COS Qk + bk
=a )
12 — 2xcosb + 1 kx2—2x0089k+1 12 — 2xcosb + 1

D’autre part, ay cos 0y + by = — cos pby, cos by, + cos(p—1)0) = sin pby, sin by.

3. On a Ry(z) =

ar  2(t — cosOy) sin pfy. sin Gy,
2 12 —2tcosOr+1  (t—costy)? +sin?0)

Ainsi R (t) =

*2(t — cosby) ) . ;
Ona/o t2—2t0050k—|—1dt: [ln(t _2t0050k+1)}0:111($ — 2w cosfy + 1).

v sin 0, dt t — cos = T — cos by,
— = [arctan —} = arctan ———— + arctan
o (t — cos)? + sin” Oy sinf, lo sin 6, tan 0,
T s T T T
Mais arctan :arctantan<——9 > =——Op,car —— < — — 0 < —.
tan 6, 2 K)ok 2 "2 FTo
On obtient donc finalement :
a x — cosf 70
Sp(z) = = In(2? — 22 cos O + 1) + sin pbj, arctan —— + (— - Qk) sin ply.
2 sin 6, 2
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Corrigé

4. Avec t = uP et on obtient : F(a) = / i =
o 142

On trouve successivement :
“+o00 x
du = i du== 1
[ o= i [CRw = Z [
La question précédente donne alors :

i Sk(z) = %(i ak) In(x? — 2z cos ), + 1)
k=1

k=1

- — cosf -
+ Z sin pf), arctan u + Z (E - 9k> sin pl,

2

sin 6,
k=1 k=1

x — cosf
On sait que Z a = 0. D’autre part, arctan i

k=1
On en déduit, pour tout z > 0 :

sin 6,

+o00 dt - /—i-oo pup—l du B
0 1+ u?n

7r
tend vers 5 quand r — +00.

xl_l)ﬂl_loo ; Sk(x) Z sin pb;, + Z(— — Qk) sin pb, = Z(ﬂ' — 0) sin pby,.

On peut donc écrire F(a) = P im Z Sk(z Zsmp@k — = Zka sin pdy,.

k=1 k=1
n

De méme Zp@k sinpfy, = 6 Z(Qk — 1)sin(2k — 1)0 = 0D,,(0), toujours avec 0 = 12)

k=1 k=1

sin®nf  1—cos2nf 1—cospr 1—(=1)?

k 1

: P . p
On voit que ; Zsmp@k = QQZsm(Qk; —1)0 =2605,(0) avec 0 = 5

7
o

fei S (6) = sinf  2sinf  2sinf  2siné
De méme, on trouve :
cos @ sin2nf — 2nsinf cos2nf  cosf sinpr — 2nsinfcospr —n(—1)P
Dn<9) — ) - ) — .
2sin“ 0 2sin“ 0 sin 6
Finalement :
7 1—(=1)? 0 n(-1)P T

Fla)=205,00)— —D,(0) =20 ———— + — — =— = f...

() Sn(?) n () 2sin 6 n sinf sin 6 asing (ouf...)

5. Soit a > 1. On sait qu’il existe une suite de rationnels r,, > 1 tels que lim r, = «a.

Chacun de ces rationnels peut étre écrit sous la forme r, =

multiplie par 2 le numérateur et le dénominateur de r,,.)

n—-+o0o

—-, avec p’ < 2n’ (au besoin on

. . . . s
Pour chacun des ces rationnels 7, on connait 'égalité F(r,) = ————.
Ty, Sin —
. . . {r‘n

Mais F' est continue, car convexe, sur l'intervalle ouvert 1.

1 . s i
On en déduit F(a) = lim F(r,) = lim = —.

n—-+00 n—+oo r, 8in —  asin =
n «

. s

Conclusion : pour tout a > 1, on a F(a) = ———.
asin =
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