PROBLEME Enoncé

Equations différentielles : quatre exercices indépendants

I. Une équation différentielle du premier ordre
On considere ’équation différentielle (E) : z(z? — 1)y/(x) + 2y(z) = .
On en cherche les solutions = — y(z) définies sur un intervalle I de R et & valeurs réelles.
On note (H) : x(z? — 1)y/(z) + 2y(z) = 0 I'équation homogene associée & (E).
1. Préciser la nature de (E), ainsi que le ou les intervalles I sur lesquels on va la résoudre.
. Donner la solution générale de (H) sur U'intervalle de résolution I.
. Donner la solution générale de (E) sur I'intervalle de résolution I.
. Déterminer les solutions de (F), s’il en existe, sur l'intervalle |—1, 1].

2

3

4

5. Déterminer les solutions de (E), s’il en existe, sur I'intervalle ] — oo, 0[.
6. Déterminer les solutions de (E), s’il en existe, sur l'intervalle |0, +o00].
7

. L’équation (F) admet-elle des solutions sur R 7

II. Une équation différentielle du second ordre

On considere 1’équation différentielle (E,) : ¢ (x) — (a + 1)y (x) + ay(x) = d(x), ol a € R, et ou x — d(x)
est une application continue sur R et a valeurs réelles.
On en cherche les solutions z — y(z) définies sur un intervalle I de R et a valeurs réelles.

On note (H,) : y"(z) — (a + 1)y (x) + ay(z) = 0 I'équation homogene associée a (E,).

1. Préciser la nature de (E,), ainsi que le ou les intervalles I sur lesquels on va la résoudre.

Indiquer brievement la forme que prend la solution générale de (E,) sur I (notamment en fonction de
la solution générale de (H,) sur I).

2. Donner la solution générale de 1’équation homogene associée (H,) sur I.

Dans cette question (comme dans la suivante) on discutera suivant les valeurs de a.

3. Dans cette question, on pose d(x) = ze?’® pour tout z de R.
Donner la solution générale de (E,) sur 1.

4. Dans cette question, on suppose a = —1 et on pose d(x) = thz pour tout z de R.
Donner la solution générale de (E,) sur I.
t2—1
5. On considere 1’équation différentielle (E') : 22" (t) + t2'(t) — 2(t) = T oll z est une fonction

inconnue a valeurs réelles, définie sur un intervalle J.

On cherche & résoudre (E) sur J = R™* ou sur J = R**,
e=-1 siJ=R7*

On pose le changement de variable t = ee®, ou x parcourt R et 3
e=1 siJJ=R"

On définit ainsi une application y : R — R par y(z) = 2(t).
(a) Montrer que l'application ¢ — z(t) satisfait & (E’) sur J si et seulement si application z — y(x)
satisfait sur R a ’équation étudiée a la question précédente.
(b) En déduire I'expression de la solution générale de (E’) sur J.

(¢) L’équation (E’) posseéde-t-elle des solutions sur R tout entier ?

arctant
On admettra que ¢ : t — % est deux fois dérivable sur R et que ¢'(0) = 0.
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ITI. Une équation fonctionnelle

On dira qu’une application f : R — R est solution du probleme P si :
— L’application f est deux fois dérivable sur R.
— Pour tous z,y de R :  f(x+y)+ f(x —y) =2f(z)f(y) (E)
L’objet de cet exercice est de déterminer toutes les solutions du probleme P.
1. Déterminer les applications constantes qui sont solution du probleme P.
2. Dans cette question, soit f une solution non constante de P. On pose a = f”(0).
(a) Montrer que f(0) = 1.
(b) Montrer que f'(0) = 0.
(¢) Montrer que pour tout z de R, on a f"(z) = af(x).
Indication : dériver (E) par rapport a z (y fixé) et par rapport a y (z fixé).

3. Déduire de ce qui précede toutes les solutions du probleme P.

IV. Une équation différentielle avec “conditions initiales”
Soit x +— a(x) une application définie et continue sur [0, 1], & valeurs réelles.
On dit qu’une application z — y(x) est solution du probleme P si :
— L’application x — y(z) est deux fois dérivable sur [0, 1].
— Elle est solution de I’équation différentielle y”(x) + a(z)y(z) = 0 sur [0, 1].
— Elle satisfait aux conditions y(0) = y(1) = 0.
1. Dans le cas ou l'application x +— a(z) est constante (a(x) = A pour tout = de [0,1]) montrer que la

seule solution du probleme P est ’application nulle, sauf pour certaines valeurs de la constante A\, que
I'on précisera.

2. Si ¢ :[0,1] — R est une application continue, on définit 'application @ : [0,1] — R par :
Yz e0,1], B(z) = (1—m)/ tgp(t)dt—:r/(l—t)gp(t)dt.
0 1

7 _
(a) Montrer que ® est deux fois dérivable sur [0, 1] et que (5) {Vx €[0.1], &%(z) = —p(x)

®(0)=®(1)=0
(b) Réciproquement, soit v : [0, 1] — R une application deux fois dérivable sur [0, 1].
Montrer que si ¢ est solution du systeme (5), alors ¢ (x) = ®(x) sur [0, 1].
3. En déduire que lapplication x — y(z) est solution du probléme P si et seulement si :

(E): Vzel0,1], ylx) = (1—x) /Ozta(t)y(t)dt — x/lw(l—t)a(t)y(t) dt.

4. Soit x — y(x) une application continue sur [0, 1].
On pose m = max |a(x)| et M = ma)]c ly(z)].
k) 71

Montrer que si x — y(x) vérifie (E) alors |y(z)| < %mM pour tout = de [0, 1].

5. En déduire que si m < 18 alors la seule solution du probleme P est 'application nulle.
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PROBLEME Corrigé

Corrigé du probleme

I. Une équation différentielle du premier ordre
1. (E) s’écrit a(z)y'(x) + b(z)y(x) = c(x), avec a(z) = z(2? — 1), b(z) = 2 et c(z) = =.
(E) est donc une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Les applications x — a(x), © — b(z) et x — ¢(x) sont définies et continues sur R.

Pour résoudre (H) puis (E) on doit se placer sur un intervalle I ou a(z) ne s’annule pas.

On se place donc sur I =| — oo, —1[, ou I =|—1,0[, ou I =|0, 1] ou I =]1, +o0].
2. La solution générale de (H) sur I s’écrit y(z) = Ae B® ol X est un réel quelconque et ot B est une
primitive particuliere de ’application x +— ((x) = 22 Ty sur 1.
b —2 2
On constate que (z) = — i
alz) x a2-1
- 2 |22 — 1] -B z’
On choisit B(z) = —2In|z| 4+ In|2? — 1| = In*——, donc e @ =~
x? |22 — 1|

2

x
La solution générale de (H) sur I s’écrit donc z — T avec AeR.
22—

Remarque : puisque 22 — 1 garde un signe constant sur I, et qu’on multiplie e B@) par un réel

quelconque, la valeur absolue est inutile (elle est “absorbée” par \.)

3. On cherche la solution générale de (E) sur I par la méthode de variation de la constante.
2

On pose donc y(z) = A(z)h(x) avec h(x) = et ou x — A(x) est dérivable sur I.

2 -1’
Avec, ces notations, on écrit que x — y(x) est solution de (F) sur I.
Voel, z(z? - 1)y (z) + 2y(z) =
sVrel, x(2®> - 1)(N(z)h(z) + Az)h (1)) + 2A(2)h(z) = 2

2

1
e Va el a@® — DN (@)h(z) + (2(@® — D (2) + 2h(@)A@) =z & Vo € I, X(2) = —
1 =
L lution générale de (F) sur I est donc : x ()_<—l ) z? _l’(ul‘—l)
a solution generale de Su. es onc : r Yu\x) = - ,LL:E2_1— x2_1

z(px — 1)

> S¢ prolonge par continuité en 0 avec y,(0) = 0.
x J—

—y,(0 -1
Apres un tel prolongement, on a alors lim w — lim £% =1.
x—0 €T 0 22 — 1

4. On voit que z — y,(z) =

Ainsi y, est prolongeable de fagon dérivable en 0 avec y,,(0) = 0 et y,,(0) = 1.
On peut donc raccorder toute solution y, sur |—1,0[ avec toute solution yy sur |0, 1[, pour créer ainsi
la solution générale y,, \ sur |—1,1[, définie par :

x(px — 1) { Yur(0) =0 x(Ax —1)

Va €]-1,0[, yua(z) = (0 =1 et Va €10, 1, yua(n) = =5 —
1y
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1—
5. On peut prolonger y,(z) = w en x = —1 a condition que u soit égal a —1.
-z
On obtient l'expression y_1(x) = %, qui se prolonge de fagon dérivable en z = —1.
-z

On a ainsi obtenu la seule solution de (E) sur lintervalle | — oo, 0].

1
6. On peut prolonger y,(z) = w en r = 1 & condition que p soit égal a 1.
-
On obtient donc Pexpression y;(z) = %, qui se prolonge de fagon dérivable en x = 1.
x

On a ainsi obtenu la seule solution de (F) sur l'intervalle |0, +o0].

7. S’ existe une solution = — y(z) de (E) sur R tout entier, alors elle est nécessairement définie par
sur ]0, 4o00].

y(@) = [ sur ] — o0, 0] et y(o) =

Réciproquement cette application z — y(z) est prolongeable de fagon dérivable en x = 0 en posant
y(0) =0 et y/(0) =1 (cas particulier du calcul effectué dans la question 4.)

On peut conclure de la fagon suivante : I’équation (FE) possede une solution unique sur R tout entier,
définie par : Vz € R, y(z)

T 1+ 2

En complément, voici comment on confirme ces résultats avec Maple :
> restart: E:=xx(x"2-1)*diff (y(x),x)+2*xy(x)=x;

E:=a(2® 1) (L y(x) +2y(@) =2
> f:=normal(rhs(dsolve(E,y(x))));

(14 _Clz)x

RECEDIEES)

> plot([seq(f,_Cl=[seq(-5+k/2,k=0..20)]1)],x=-5..5,y=-5..5);
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II. Une équation différentielle du second ordre

1. L’équation différentielle (E,) est linéaire du second ordre & coefficients constants.
Le second membre est une application x — d(x) définie et continue sur R.

On résout alors I’équation (E,) sur R tout entier, et la solution générale de (E,) s’écrit x — y(x) =
yo(x) + Ah(x) + pk(x), ol yo est une solution particuliere de (E,) sur R et ou les h, k forment une base
du plan des solutions sur R de I"équation (H,).

2. L’équation caractéristique associée & (H,) s’écrit C : t2 — (a + 1)t +a = 0.
Onat?—(a+1)t+a=(t—1)(t—a):ily ales deux racines réelles t = 1 et t = a.
Il faut distinguer selon que ces racines sont égales (a = 1) ou non.

— Si a = 1, la solution générale de (H,) sur R est x — y(z) = (A\x + p)e®, (\, pu) € R2.

— Si a # 1, cette solution générale est x — y(z) = Ae® + e, (A, u) € R2.

3. Il suffit de calculer une solution particuliere yo de I’équation (E,) sur R.
Le second membre s'écrit z — P(z)e”’* ot P(z) = x (polynome de degré 1).

On sait qu’alors ’équation (FE,) possede une unique solution particuliere sur R sous la forme x
yo(r) = 28Q(x)e’ avec k = 0 (ou k = 1, ou k = 2) suivant que a? n’est pas racine (ou est racine
simple, ou est racine double) de C.

Onaad?=1sac{-11}eta’=a< ac{0,1}.
On observe donc trois cas particuliers, a = —1, a =0et a = 1.

— Cas général : a ¢ {—1,0,1} (dans ce cas a®

n’est pas une racine de C.)

On cherche yq sous la forme yo(z) = (ax + B)e®, ou (o, 8) est inconnu dans R,
On trouve yj(z) = (a%az + a28 + a)e®* et yl(z) = a2(a®ax + a8 + 2a)e’”.
Apres calcul (euh... aprés Maple), on obtient :
y(x) — (a+ 1)yh(@) + ayo(z) = (yz + §)e®® avec {
On identifie avec le second membre de (E,) :

1 2a+1
Ont final ta= tf= :
n trouve finalement « a1+ a)(1—a) et 3 a®(1+a)2(1 — a)3

v=a(l+a)l-a)’a
§ = (a—1)(Ba® — aB + 200 + )

Avec ces valeurs de «, § fonctions de a, la solution générale de (E,) sur R s’écrit donc :

z = y(z) = (ax + B)e™ " + \e” + e, avec (A, u) € R?

— Cas particulier : @ = —1 (dans ce cas a? = 1 est racine simple de C.)

On cherche yo sous la forme yo(x) = (ax? + Bx)e”, o (a, B) est inconnu dans R2.

yh(z) = (ax? + (2o + B)z + B)e”

On trouve {
vy (z) = (az? + (4a + B)x + 2a + 28)e”

Apres caleul : yg(z) — (a + Dyh(2) + ayo(r) = 2(20@ + a + Be”.

1 1
On identifie avec le second membre de (F_1) et on trouve o = 1 et = T

La solution générale de (E_;) sur R s’écrit donc :

z(x —1)e” + Xe® + pe™, avec (\, p) € R?

=

x> y(z) =
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— Cas particulier : @ = 0 (dans ce cas a®> = 0 = a est racine simple de C.)

On cherche g sous la forme yo(z) = ax? + Bz, ot (o, B) est inconnu dans R2.
On en déduit y{(z) — (a + 1)y (x) + ayo(z) = —20x + 20 — .

1
On identifie avec le second membre de (E) et on trouve a = —3 et f=—1.

La solution générale de (Ep) sur R s’écrit donc :

x—y(r) = —%x(:v +2) + Xe® + p, avec (A, ) € R?

— Cas particulier : @ = 1 (dans ce cas a®> = 1 = a est racine double de C.)
On cherche yg sous la forme yo(z) = (az® + Bz?)e?, ol (a, 8) est inconnu dans R2.
yh(x) = (a3 + (3a + B)x? + 2Bx)e”
v (z) = (az® + (6a + B)a? + (6a + 48)x + 23)e”
Apres caleul : y{j(z) — (a4 D)y (z) + ayo(z) = (6ax + 23)e”.

On trouve {

1
On identifie avec le second membre de (E7) et on trouve a = 5 et B =0.
La solution générale de (F7) sur R s’écrit donc :

x = ylr) = %x:ge“ + (A\x + p)e®, avec (\, p) € R?

4. L’équation différentielle homogene associée est (H_1) : y"(z) — y(x) = 0.
La solution générale de (H_1) sur R s’écrit y(z) = Achz + pshz, avec (A, u) € R2.
On cherche des solutions z — y(z) de (E_1) par la méthode de variation des constantes.
On pose y(z) = M(x) chz + p(x)shz, o © — A(z) et x — p(x) sont dérivables sur R.
On impose la condition N (z)chz + p/(x) shx = 0 pour tout = de R.
y' () = Ma)shx + pu(z)chz
y'(z) = (M) + 1/ (z)) chz + (u(z) + XN (z)) shz
Ainsi " (z) —y(z) = ¢/ (x) chx+ N (x) shz et y est solution de (E_1) si et seulement si on a p(x) chz+
N(xz)shz = thz pour tout z de R.

On obient alors, pour tout x de R, {

chz N(z)+ shz py/(z) =0
Avec la condition imposée, on obtient le systeme (5) :{ (@) wiw)
shz N(z) 4+ cha p/(z) = tha
insi N(z) = —sha the = — % = L et f(2) = cha tha = sh
ainsi M'(xz) = —shx the = — = —— —chxet g/ (z) = che the = shu.
chz chz a
d 2d 2e*d
Ona/ a :/ z :/ ° xz?arctanex—i—a,avecaeR
chx e’ +e~* e +1

On trouve donc A\(z) = 2arctane® — shx + « et u(z) = chx + 3, avec (a, B) € R2
On obtient alors la solution générale de (E_;) sur R :
y(z) = Az)chx + p(zr)shz = (2arctane” — shx + a)chz + (chx + ) shzx
=2chx arctane” + achx + Bshz, avec(a, ) € R?

On reconnait la forme générale attendue, c’est-a-dire la somme d’une solution particuliere de (E_1)
(ici Papplication = +— 2chz arctane®) et de la solution générale de 1’équation homogene associée (ici
le plan engendré par les applications x +— shx et x — chz.)
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5. (a) Pour tout t de J, on a y(x) = z(t) avec t = ee” (on encore x = In |¢|.)

2 -1 e2r 1

On note que 1 = 2= | = thx.
d d d dt d
. B _ _ _ T _ /
On écrit ¢/ (z) = —dxy(a:) —dxz(t) —dtz(t) P —dtz(t) ee® = et/ ().

y'(x) = et (t)t
y'(x) = e(t2"(t) + 2/ (t))et = 22" (t) + t2'(t)
2

On a donc I'équivalence t22"(t) + t2/(t) — z(t) = ;% &y’ (z) —y(x) = tha.

(dans cette équivalence, le réel t parcourt J quand x parcourt R).

On en déduit {

(b) On retrouve donc I’équation différentielle (E) étudiée a la question précédente, dont la solution
générale est y(z) = (e® + e~ %) arctane® + Xe® + pe™ avec (\, u) € R2.
€ 1
Or (e + e ") arctane” = <€t + ;) arctanet = (t + ;) arctant.

La solution générale de (E’) sur J peut donc s’écrire :

1
2(t) = <t + E) arctant + At + %, avec (A, p) € R?

1
(c) Considérons Iapplication zy , : t — (t + 2) arctant + A\t + % définie sur J = R™* ou RT*.

arctant 1
On sait que %in% — = 1 et on en déduit lim((t + ;) arctant + )\t) =1.
_)

t—0

Si on veut prolonger zy , par continuité en 0, il faut donc imposer p = 0.

1
Posons alors z(t) = (t + ;) arctant 4+ A\t avec t € J.
On peut prolonger z) en une application continue sur R en posant z,(0) = 1.
Avec 'indication de I’énoncé, on voit que z) est deux fois dérivable sur R et que 2} (0) = .

Finalement (E’) admet des solutions sur R : ce sont les applications x — z)(x).
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