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B-1/ CALCUL DESINCERTITUDES
Sl Y Qe

1/ La grandeur physique (b »éll Jlasall ):
Une grandeur physique est tout ce qui prend, dans des conditions bien déterminées, une
valeur numérique définie qui peut varier (augmenter ou diminuer) si ces conditions elles

mémes varient. Y

2/ Notion de mesure (c+kall » seie) Ay 4
a}é(%éeet ce
}

De la mesure de toute grandeur physique ne peut résulter qu’ une v
pour les raisons suivantes: R

- Les ereurs systématiques: Ce sont celles qu’entraine r&‘hp i. de méthodes ou
d'instruments imparfaits. % ]

Dans toutes les mesures précises, les erreurs systématiques sont” autant que possible
éliminées par un contrdle soigneux des instruments de mesure et, souvent aussi, par |I’emploi

successif de différentes méthodes.
- Les erreurs accidentelles qui sont imputables a |’ imperfection des sens de I’ opérateur.

Ces erreurs peuvent étre minimisées par le bon choix des méthodes de mesure appropriées,
des instruments perfectionnés et en s exercant ala Qﬁ(ﬁue des mesures.
En résumé le résultat de toute mesure comporte une erreur !!

4

Quelque soit la précision de la mesure 'd une grandeur X , nous n’obtenons qu’une
valeur approchée X. La différence la valeur exacte et la valeur approchée s appelle

erreur absolue (sl Uil ) qu'on désigne par 6 X :
xﬁ}ﬁx—xo (1.5)

Cette erreur est en général inconnue. Partant des caractéristiques de I’ appareil utilisé et
de la méthode utilisée, \VONS toujours nous assurer que |’ erreur commise ne dépasse

pas une vaeur limite absolue connue sous le nom de incertitude absolue (3l <lsi ) dela
grandeur X .A\
N 6% < AX (1.6)
Nous déduisons que la valeur exacte est comprise entre deux valeurs limites

con . X=AX et X+ AX.
ur plus de précision, nous pouvons donner une définition mathématique al’ incertitude
I

absolue'en suivant le raisonnement suivant :

Soit une grandeur X = f (x,y,z) ol X,y et Z représentent des grandeurs mesurables
comportant des incertitudes.

L’incertitude absolue de X , c'est-a&-dire AX , est matériaisée par la différentielle dX
telle que AX <|dX|.

Puisque le signe de I’erreur est inconnu il est tout a fait logique de prendre la valeur

absolue pour les différentielles.

Sachant que dX = ﬂdx+ﬂdy+ﬂdz
OX oy 0z

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Lesincertitudes 10 <l Y

L’incertitude absolue AX de X s écrit donc:
i Ay +
oy

< Définition : On appelle incertitude relative (s i)Y) d'une grandeur X le

ax <&
OX

AX +

M az (1.7)

oz

AX
rapport entre |’ incertitude absolue et la valeur approchée, soit 7 , et elle est égale au

module de la différentielle logarithmique :

AX _|dX
) bl -~ (1.8
X I < (@18
\ V
i 4

3/ Théoremedesincertitudes (<ubils ¥ 4y la): }

<+ Incertitude absolue d’ une somme algébrique (s &ya@.d S5 N):
» L’incertitude absolue d’une somme algébri breﬁ incertains est

egaJeaIasommearlthmethuedes|ncert|t esdec&snombr&s

Soit la somme algébrique: Yy =nu + pv — qW , P et qsont des coefficients
constants et positifs, k une constante sans |ncert|t AV et AW les incertitudes
absolues respectives de U,V certltude adbsolue de Yy est

Ay =nAuU + pAv + AW .
y=nu+ pv- qw+<®mu +|p|Av +|g|Aw (1.9)

I mportant : Nous écrivons toujours le résultat d’ une mesure sous laforme :
, Z(y Ay)u (1.10)

exacte y : vaeur approchée

ncertitude absolue U : unité de la grandeur
Ie 1 6: éterminant la masse M par la méthode de la double pesée, on obtient
=57.3279 . Sachant que I'incertitude absolue sur m et m, est de

Am + IerM e AM .

M=m,-m = M =44.565¢9
AM =Am, + Am, =4mg = 0.0049g
Ainsi, le résultat s écrit toujours sous la forme ci-dessous de telle facon que, le nombre de

chiffres significatifs aprés la virgule dans la valeur approchée, soit le méme que dans
I"incertitude absolue.

M = (44.565 = 0.004)g

Tandis que I’ incertitude relative sur M est :

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Lesincertitudes 11 il Y

AM _ 0004 _[AM _ o
M 44565
ou
AM _Am+Am, [AM _ o o
Mo om-m

< L’incertituderelatived’un produit ou d’un quotient (J«s g slaad il QYY)
Nous devons distinguer deux cas:

) |
Premier cas: grandeursindépendantes. Y
Enonceé du théoréme: L’incertitude relative d’un produit ou d’un quoti Et' nt les

grandeurs sont indépendantes les unes des autres est égale a la somme. ari gue des
incertitudes relatives sur chagque terme. | 4
no

Preuve mathématique: A

Soit le produit y=ku"vPw ™ ou n,p e rg'y res réels etk une
constante connue avec exactitude; les incertitudes r uv e w sont

i,

')
respectivement AU, AV et Aw.

Appliquons lafonction logarithmique aux deux del’équation
logy = Iog[lﬁu”ql] Y
D’ aprés les propriétés du |ogarithme nous pouvons écrire :

logy =logk +,QI(@ logv —glogw
Ecrivons a présent |a différentielle logarithmique et dével oppons ensuite :
dv _dw

Kk u Y w
r dy/i ncertitude relative (aprés avoir changé le signe —

A A A
_y:\n\T‘H p\7V+\q\WW (1.12)

Nous arrivons a |
en signe +) et en prenant I’inc

A

Nous retiendrons le générale qui gére cetype de calcul :
- Remplacer tous les symboles di par Ai
an

- Ch esigne—par lesigne +
re les grandeurs qui ne contiennent pas de A en valeurs absolues

euxiéme cas : grandeurs dépendantes les unes des autres.

u“v?
(u+v)'t°

En suivant la méme démarche que précédemment nous obtenons :

Soit y=k

logy=logk + alogu+ Blogv—ylog(u+Vv)-Slogt

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST
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dy dk du dv du dv dt
L= 4+ g—+ [F— — — —0—
y k au 'Bv yu+v 7u+v t

Factorisons tous les termes ayant le méme di et changeons le signe — par le signe +:

ﬂ:%+du(g_ Y j+d\/(ﬁ_ 4 j_é‘ﬂ

y k u u+v V u+v t

Ay —1%__ 7 JAu+ B__7 Av + é‘At ~H1.12)

y |u u+v V u+tyv t ‘v,
Ay g4

Exemplel.7 : Calculer I'incertitude relative puis I'incertitude absolue d éné*q(e?’ectrique
exprimée par laformule Q = Rl %t . 4

N

C

Réponse: selon le théoréme de I'incertitude relative d'un Muy)j’ un quotient, nous

pouvons écrire
Q =Rl 2t — & = A_R + ZQﬁ,
Q R I

Nous en déduisons |’ expression deI’incertitude.ab Ite sur 6 ;
ooz )

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Lesincertitudes 13 <l Y

* % ”

EXERCICES (et Y

Exercicel.7 7.1 Cpsal
Pour mesurer I'épaisseur d'un cylindre creux on . 20 @ . .
mesure  les  diamétres  intérieur (Dl)et Giobil s A sna Al shaud =

extérieur ( D, ) et on trouve :

D, =(19,5+0,1)mm, D, =(26,7+0,1)mm
Donner le résultat de la mesure et sa précision.

a2 (D,) 2l 5 (D)) Aala
D, =(26,7+0,1)mm «D, =(19,5+0,1)mm
ARy 5 bl A Lae)

Exercice1.8

Soit a déterminer la masse volumique (p) dela
substance d’'un cube homogene a partir de la mesure
de sa masse (m) et de son aréte (a) . Ecrire le
résultat de la mesure.

8.1 (p yall

GaSe 33l (p) Apenall BB (et 3 50
5o (M)A GlE gl WU uilate
Lol Ao (i€l (@) 4l

Exercice1.9
La densité(5) d’un corps solide par application
m-m
m, —m
Ou m,m,,m, sont les résultats de trois mesures de

masses effectuées, successivement, avec la méme
balance. Trouver I’incertitude relative sur O .

du théoréme d’ Archiméde est : o =

9.1 (y patl
Aok Gauliy cla sl (5) A8
) Sl C
= P paded
m-m -

LY 2 Ol Gedl Jleatinly Sl
L5 pandl

4

Exercice 1.10
Calculer I'incertitude relative sur la mesure de la

capacité (C) d’'un condensateur équivalent a deux

condensateurs montés :
al enparalele b/ en série

précisions sur (Cl) et (Cz)-

, et celaen fonction des

10.1 (ya said)

il e el il QLY Gl
tsle (ilia ge (EESA) LIS, 48K (C) Ard)
A ANV el o Juldl jo gL )
(C,) 5(C) o Kt

Y

Exercice1.11

m, (02 B em) -m
0,-6,

Calculer I'incertitude absolue sur 4/ en fonction des

incertitudes absolues AG,,A0,,A0,,Am,,Am .

Soit I’expression: U =

11.1 (a pail)
0,-0, ,
N:M_rni ;',;‘)L},J\QS_J
em_el
Ny g de slad G Yl

CAO_ AG,, AG, Am,, Am  Adlladll il )

Exercice1.12

Soit larelation: y = y,. ™.
Calculer I"incertitude absolue sur 'y en fonctions des
incertitudes absolues Aw, At, Ay, -

12.1 ¢y padl)

y=y,.e" s Al oSl
Ay dlyy y Jo lhall QY Gl
Ay, AL, Aw Akl UL Y

AFIZAZI

Univ-BECHAR

LMDL/SM_ST
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Corrigésdesexercices1.7a1.12: 12.1 :é\ 7.1 pa ¢poladl) (Joda
Exercicel.7 :
D,-D
Calculons d’ abord I’ épaisseur du cylindre : |e = —2 1 ; [e=3,6mm
——— 2
L’ incertitude absolue sur |’ épaisseur est donc : |Ae —w ; | Ae=+0,1mm)|

Ecrivons le résultat de lamesure : |e=(3,6+0,1)mm

. ) J
Nous en déduisons I’ incertitude relative : A—Q—E: ﬁa—0 03=3% < N

e 36 e \7

Exercice1.8: 4

Calcul delamasse volumique: |p =

A_p:A_m+3§ Ap:p(—+3_
P m a

D’ ol I'incertitude relative : 22 = 0,0063 =6 a&k
P

Ecriture du résultat de lamesure : p‘\( ; .02)g/cm?’

Remargueimportante:

Le nombre des chiffres significatifs vés dans un résultat ne doit jamais impliquer
une précision supérieu elle des données.

Un calcul ne peut qu’ at dont I'incertitude sera au moins égale a celle de

Iadonnéelamoins ré

Exercice 1.9
_m,-m
Nousavon{\?
m; —m

e les trois masses sont dépendantes.
Appllqu afonctl on logarithmique aux deux membre de |’ équation :

logs =log(m, - m ) —log(m, - m)

ns aladifférentielle logarithmique :
ds _d(m,-m) d(m;—m)
o m, —m, m; —m
Développons: d5: dn, — dm - dm, + dmy
o6 m-m m-m m-m m-m
Factorisons:d—5=dml( t 1 ]+ dm, — dm,
o m-m m-m) m-m m-m

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Calcul desincertitudes 15 Gl Y lea

Passons a présent aux incertitudes relatives, en remplagcant di par Al et en changeant le

signe (—) des facteurs communs par le signe(+) , € en supposant
Am =Am, = Am, = Am(puisque nous utilisons laméme balance). Il vient :
AS ( 1 1 ) Am Am
—— =Am — + +
o m-m m-m; m-m M-m
Ao _ 2Am

Nous obtenons alafin: =

6 m-m

Exercice1.10: ? g

a/ Groupement en paralléle:

La capacité du condensateur équivalent a deux condensateurs mont
donnée par laformule: C=C, +C,. A

Appliquons la fonction logarithmigque aux deux membres de I\gq.aau?
différentielle logarithmique :

dC _ dc/ C,

logC=log(C, +C, )= — =
g g( 1 ) C % 1+C2
L’incertitude relative est donc :

AC_ AC, _ AG, AC =A C, j+AC2[ C, j

= &S| =
C G+C, G+G C C+G, C, (G +GC

b/ Groupement en série:
La capacité du condensateur équiv a deux condensateurs montés en série est donnée

par laformule:
X / 1_1,1_._CG
4‘ }, c C c: C, +C,

Appliquons | nct| arithmique aux deux membres de I’ équation puis passons a la
différentielle Io

% = logC =logC, +logC, —log(C, +C,)
ertitude réelative est donc

dC _dc, | dc,  dG,
c G Cz G +C, G +G,

Factorisons : d—C—dCl 1 +dC, 11
C G G+G C, G+GC

L’ expression précédente peut étre écrite sous laforme :

dﬁ_dcl 1_ C:l +dC2 1_ CZ
C ¢l G+G) ¢ ¢+g

Finalement I’ incertitude rel ative demandée est :

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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AC ACl G |, AC 2 G |
C q+@\ C, +C,|
Exercice1.11:
. , - 7 . _ rnz(gz_em)
Ecrivons |’ expression donnée sous laforme: y+m = —2 7
m~_ Y1
En introduisant la fonction logarithmique dans les deux membres de |’ équation nous
obtenons : .
log(+m)=logm, +log(6, - 6,,) —log(6,,-6,) < -
Ladifférentielle logarithmique de |’ expression précédente est : \
d(g+m)_dm, do, do, dg, . dg ~
H+m m, 6? -0, 6,-6, 6?m—<9 s — Y
Ou bien: du =_ dm, dml do, tdvr“n 6
prm grm m, 6,-6, w On—6;
Cest-a-dire: @
H+m H+my H+my H+m
du=-d +d +d0 -dé 0 +d0
H= mllu+ml m—-— m, mo _ 0 )
Et en fin, |’ incertitude absolue demandee &st
AU = +Aml+Amz[’u ml +A6? ,u Hrm f,u+ml ] AH[’U mlj
m, - 6, )

nous obtenons: logy +I}ge“‘"

Sadifférentiele est :
Yo +loge™ =logy =logy, -

Exercice1.12 :
Apres introduction de la fonction logarithmique dans les deux membres de I’ équation
'95%
[

lo
d(logy)=d(logy,) - d(t)
A
:a)‘t:)d_xzd_a)+$:>dx_)(|:da) dt:|
w 1) t
!ou.
. & By yfdo, &)
Y Y o t

On passe al’incertitude relative pour en déduire I’ incertitude absolue :

Ay Mo, t(%+§j Ay=y{%+ma)+a)&}
Y Y o t Yo

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Rappel sur le calcul vectoriel 17 S Lal clually 8

I/ RAPPEL SUR LE CALCUL VECTORIEL
AR SEPLR| RO NEDVAREN, W S

1/ GRANDEUR SCALAIRE(raludl i aball)

Une grandeur scalaire est toujours exprimée par une valeur numérique suivie de I’ unité
correspondante. A

Exemple : le volume, lamasse, latempérature, la charge électrique, I’ énergie... %

2/ GRANDEUR VECTORIELL E( stadll iaial) --yy
On appelle grandeur vectorielle toute grandeur qui hécessite un | Sens, une irection, un
point d application en plus de sa valeur numérique appel ée intensité ule.”
Exemple : le déplacement, la vitesse, laforce, le champ éectrique... y
A

3/ REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UN VECTEU ) )
Un vecteur est représenté par un segment orienté (figure2.
: représente le vecteur (avec ses quatre caractéri

”V H M : représente le module ou I.| nt 'téﬁu ‘\recteur.

4/ LEVECTEUR UNIT xgs\zé ¢’ est un vecteur de module égal al’unité (le

nombre un).
On peut exprimer r parallele au vecteur unitaire sous laforme:

2.1)

V

Fig 2.2: vecteur unitaire

@
5/L/%&M E GEOMETRIQUE DESVECTEURS (423 uigd) aaall) .

te opération fait appel au dessin, c'est pour cette raison qu'on la qualifie de
géométrique.

» Lasomme de deux vecteurs: ¢ est une opération commutative.

On calcule le module du vecteur résultant a partir delaloi des cosinus (aladll qiga ¢5i8)
que nous démontrerons plus tard :

D= le +V,? — 2V, cosé (2.2)
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Fig 2.3: Somme de deux vecteurs ) )

Pour déterminer la direction de V, il suffit de chercher Ia,(al deI'angle o
(figure 2.4). Raisonnons a partir du tnangIeACD delafigure2.5: C)\ b4

. CDh _CD
SINa = Aic = 7
_Lg: Vs . (2.3)
b ¢D sin Sina
v’ Fig 2.4: relative & ia démonstration de la loi des sinus
De méme dans e triangle BEC nous avons::
BE
snf=—-
V. \V/ - -
BC 2= = V,sinf =V,.sn« (2.4)
. BE Sha  sing
SN =——
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De (2.3) et (2.4) nous pouvons en déduire laformule générale (2.5), appelée loi des sinus
(o) o)

.V = .Vl = V : (2.5)
snfd sinfg sSna

> Casparticulier : Si 6=% dorsV = V2 +V,” et tanoz:\\i2
1

» Lasomme géométrigue de plusieurs vecteurs: (voir figure2.5) .
. ) .

mme de plusieurs vecteurs

\

soustractlon de deux vecteurs: (¢peled z k) figure 2.6
etr!quement le vecteur D représente le résultat de la soustraction entre les deux
vect , et V, . Nous pouvons écrire : D= V V

Cette équation peut aussi s écrire: D :V2 + (—Vl)
L a soustraction de vecteurs est anticommutative, ¢’ est ce qui ressort delafigure 2.6 :

D'=-D

» Lemodule du vecteur D :

D= \/Vf +V,? — 2V, cosé (2.6)
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Ve

. X

D ) 4
Fig 2.6: Diffe ded t: \(7
1 Q!
g Irerence e geux vecieirs /‘ %
A" 4
‘ ) &
. ) 4

6/ COMPOSANTESD'UN VECTEUR (glad <l 1a) -

Chaque vecteur peut étre considéré comme éant la de deux vecteurs ou plus (le
nombre de possibilités est illimité). Q’)

Dans le plan, soit le repere R (O:1, 1) :

p ep (Gii,]) Y
» En coordonnéesrectanqulaires: on déco le vecteur V suivant |’ axe des X et

I’axe des Y, comme indiqué sur Iafigureﬁ\

V=V +V
V, =V cosa
V, =Vsina

v’ Fig 2.7: Composantes d’un vecteur

En désignant les deux vecteurs unitaires i et |, respectivement dans les directions des
deux axes OX et QY nous pouvons écrire :

V.=V, , V=]V, ;
V=V +V, ; V=iV, +]V, ; 2.7)

V =iVcosa+jVsina = |V =V(i.cosa+ ].sina)
orV =0V ,dou:
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U=i.cosa+ j.sina (2.8)

A = . _ 2 2
Quant alanorme du vecteurV , élevaut : V =,/V, +V,

En utilisant les coordonnées x et y nous pouvons aussi écrire: V =,/x* +y?

- - (X
Exemple 2.1 : Trouver la résultante des deux vecteurs Vl();l} ; Vz(yz} dans le repére
1 2

R (O;1,]).
Réponse :

P Y
\7=\71+\72 ; \7=r()(1+xz)+T(Y1+Y2)_’ V:\/()(1+X2)2\'i)g :22

. . 4
Exemple 2.2: Trouver ladifférence des deux vecteurs Vl[ilj ; V@¥ le repere
1 % y
Y

R (O;i,]). A( !

Réponse: o
= \7 — i — _7 - 2 2
V_Vl_VZ ) V_I(Xl_x2)+J(y1_y2) V_\/(Xl_xz) +(y1_y2)
» Dans|’espace: dansle repere R (O; TpT, K ase orthonormee), nous remarquons

—

que V =V, +\7y +V, = sz@)/y +KYV, . (figure 2.8)
RS

AN
<
_< v

Fig 2.8: composantes d’un vecteur

Nous pouvons nous assurer géométriquement que :
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cose = = V, =r.cosf

sing = = p=r.sing;

< ~I® q|<

Cosp =—* =V, = p.cosp =V, =r.sinf.cose
Yo

sinp=—=V, =psnp=V, =rsnf.sing .
P

) |
Enrésumé:
\ ) 4
Vi =Vang. })\ N
=V sing.cosg
AT (29
V, =V.sind.sing \ ),
V, =V.cosd %
Quant au module du vecteur V il est égal &:V = +

Ou en coordonnées cartésiennes : V = {/x° + yo +

Remargue : En notant par @wgl& respectifs formés par le vecteur vV
avec les axes OX et OY éme fagon que nous avons obtenu I’ équation

2.9, il vient :

y/:v.cosﬂ , V,=V.cosd (2.10)

Nous pouvons en dédui
A\ cos’ a +cos’ f+cos’ =1 (2.11)
Exemple 2.3: Trouver la distance qui sépare les deux points A(lO,—4,4)u et

B(W&, représentés dans |e repére rectangulaire R (O ;1 , IR) , avec U =unité.

Réponse :
En représentant les deux points dans le repére, on se rend compte que la distance

demandée n’est autre que le module du vecteur D , qui est la différence entre les deux
vecteurs: D=V, -V,
Soit :
D =T(% - %)+ (¥, — %)) +K(z, = 2) = D =/(%, = x)* +(¥, - Y.)* +(2, - 2.)’
D =i(0) + J(10) + k(4) = D =+/116 =10.77u
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Exemple 2.4 : Trouver larésultante des cing vecteurs suivants:
= (4 -3]) u;V, = (=3 +2]) u;V, = (2 -6])u;V, = (71 —8])u;V, = (9 + ])u

Réponse:
V =(4-3+2+7+9)i +(-3+2-6-8+1)] =V =19 —14] =V =/361+196 = 23.60u
- V.
Pour trouver la direction du vecteur V, nous partons de I’expression tana :V—y, a est
X
I'angle formé par le vecteur V et I"axe OX :
P

tana =14/~ 0,737 = o ~ 36,38° Q.

\ )4
7/ LE PRODUIT SCALAIRE ( caludl g)aal) : Y
% Définition : On appelle produit scalaire de deux vecteurs Q/&\L nbre réel

19

V.V, VLV, =V, V,.cos(V,V,) Ng (2.12)
I A N v A R v R
o0 ¥, = [+ - ‘Q 213
s Casparticulier :

S V OouV =0, dorsV

/,V,
S V,=0etV,=0,aors: ' 9'\
72-_

form AB.cosa tel que o = (F; AB) (onlit W est le produit scalaire de
A ),/0n écrit :

Le travaul W e F qui provoque un déplacement AB est donné par la

W=F.AB << W=F.AB.cosx

Smontrons a présent larelation (2.2) comme nous |’ avons promise :

— —

=V, +V, VO =V 4V, + 2V, Vi =V V=Y, cos(ViVi) =V

V2 =V2 +V,2 + UV, cos(VaV 2) =V = V2 +V,2 + 2V, cosV1V )

% Expression analytique du produit scalaire (caled s1aall 4ululast) 3 jLal))
Dans le plan(s siwal 4 ): Soit les deux vecteurs V, et V, contenus

dansle plan, tel que:
S (% = (%,
V 1V
(yJ (yJ
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Danslerepere R (O ;i ,])

V.V, = (%0 +Y,.7)067 + 1) = X060 T+ 3.y, 0 T+, 5T +y,y,0.]
F1j=]r=ij=0
= VLV, =X VLY, (2.14)
Pi=fj=i=72=1
Dans |’ espace (sbaill ) : Y

) |
Soit les deux vecteurs V, et V, danslerepére R (O ; M

\7
“tk=l uVl Vo | i VL Y, |2V, = x %, + (2.15)
j=k=1 —

-

=1 —1
\—.l

d

4 Z, Y
«* Propriéésdu produit scalair e (aludl slaall gailad) e
Commutatif (L) ViV, =V, Vi o~
Non associatif (amad s£): \Z(\Z\Z) N exist e résultat serait un vecteur.

Distributif () par rapport a Iasommeﬁct!i’rielle:

D@/\/.\7#\7.\7
< Exemple2.5: Calculer I’ang@)s tre les deux vecteurs: V1 =3i + Zj —k

etVo=—i+2j+3k.
Réponse

Partant del'expr u prodwt scalaire, on peut écrire:
V v
EE ’ cos(ViVz) = 2=
ViV,

3+4 3=-2; V,=49+4+1=374 ; V,=VJ1+4+9=3 /74

0= = \7\71 -2
os(ViVo)=—1"-=_"=-0143=0 = Vi 96, 2°
v SVav2) vy, 14 (Vl )=

8/ LE PRODUIT VECTORIEL (sddl glaal)) !

< Définition : On appelle produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, le vecteur W
perpendiculaire au plan qu’ils constituent.
Nous écrivons par convention: W =V, AV, =V, xV,
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=

N<l v

P

) |

W v
\ ) 4
Fig 2.9: produit vectoriel & D 4
A 4

q Y
% caractéristiquesdu vecteur W (gladll & j2aq) \

W est perpendiculaire au plan formé par les deux v s&st déterminé
par larégle delamain droite (I’ index |nd|quant\AL) m duleest donné par la
formule 2.16 :

W = yvv\ N (2.16)

\—.1

Sin(v, V.
=K AJ‘\_%\R

i A
| mportant : A ] R Q i
\'AJH\ =1

emargue : la grandeur m ysm(\/ -\7) représente |’ aire du parallélogramme
formé par les deux vect eurs, ce qui laisse sous entendre la possibilité de lier un vecteur a une

certaine surface.
M éhode utili pour C culerleprodwtvectorlel de deux vecteurs:

A\ ~ Xy - X,
» V1 Vil Vz Y,

4 Z,
En %.6 coordonnées cartésiennes dans le repére R.(O:;T, j, k), on peut écrire:
Tk y
X Y, z| i

V=(v2 - ,2) T = (%2 -%2) T +(xY, - %y,) K

Le module du vecteur est donné par |’ expression :
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W :\/( V% — y221)2 + (Xlzz - Xzzl)2 + (X1y2 - X2y1)2 :\/1'\/2'Sin(\71'\72) (217)

> Propriétés du produit vectoriel (sdll sliadl gailad)
Anticommutatif (suas i) ViaVz =-Vz AV
Non associatif ((Asead £): vV, /\(\72 /\\73) # (\71 /\\72) AV,

Distributif () par rapport ala somme vectorielle .
VoAV +%5) = (VA V) + (VA V;)

=
. )

< Exemple 2.6 : Calculer le vecteur W, produit des deux vecteurs: \, =(2,
=(1,0,-2), en déduire I’angle & compris entre eux. & 4

‘(

Réponse: ‘{
W =[(@x-2) - (0x-D]7 ~[(2x-2) — (1x~1)].] +[(2x0) — (LX) | K 2W = 27 +3] —K

uEEE R N
VZZ\/12+O+22:\/_
W=y22+3+1% = M?,?4
o
W=V1.\/2.sin6’=3,74:>Sin0=ﬂ in =3’74_ )
V.,V J30
9/ LE PRODUIT MIXTE (M\M
Le produit mixte de trois rs \71,}2 et Vs est laquantité scalaire définie par :
X W

ViV, AV;) = %, W Y2~ ¥s2) %~ (%2 - %2) i+ (%5 %Y,z (2.18)
A
10/ MO ' VECTEUR PAR RAPPORT A UN POINT DE L'ESPACE
(sLadl cpo ddadil Lpcilly £l 2 5)
< inition : Le moment d un vecteur par rapport a un point de I’espace est le

vecteur défini par :

= OAAV (2.19)

< Remarque:
EH = au double de ’aire du triangle AOB . (Figure2.10-a)

11/ MOMENT D’UN VECTEUR PAR RAPPORT A UN AXE

(ponal dpudlly plad 2 ey

< Premiere définition : Le moment d'un vecteur par rapport a un axe est égal ala
projection de ce vecteur par rapport a un point quelconque de cet axe.

A.FIZAZ] Univ-BECHAR LMDVSM_ST



Rappel sur le calcul vectoriel 27 S Lal clually 8

% Deuxiéme définition: Le moment du vecteur V par rapport & un axe A,
d origineO et de vecteur unitaire u, est égal au produit mixte :

7, =7ou=(0AAV )y (2.20)

« Remargue: Le moment d'un vecteur par rapport a un axe est une grandeur
scalaire, par contre le moment d’ un vecteur par rapport a un point de I’ espace est
un vecteur (Figure2.10-b-)

% Définitions:

= 40n e la fonction V(x,y,z) est un champ vectoriel si la fonction est
% le.
On définit " opérateur (Jisal) différentiel vectoriel V(nabla) par :

®
E ’ =974+ 974+9¢ 2.21)
oXx oy 0z

Ou:
0 0 0 , . . R
P a—et > sont respectivement les dérivées partielles par rapport a x,y et z.
X oy 2
Nous alons définir le gradient, la divergence et le rotationnel a I’aide de cet
opérateur.
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» LE GRADIENT (zud):
S f(x,y,2) est une fonction scalaire, son gradient est un vecteur défini comme

étant :

oradf —V(f):& +%J+%E (2.22)

% Exemple2.7 : Calculer le gradient delafonction f (X,y,2) = f =3x°y°z.

X . . ~ —
Réponse: gradf =6xy’zi +9x’y?z] +3x°y*k A ‘:

» LA DIVERGENCE (sta):
SV= V.,V,,V,) est unefonction vectorielle, sadwergen;&& aire défini

comme étant :

C s = \YA
diw =VV = N, (2.23)
OX
s Exemple2.7: Calculerladivergenc eﬁfc%rctionvectorielle
V(X y,z)=2><yx 27 +9xy’k
. A Q
Réponse: diww =2y—&5= y - 37
> LEROTATIONNEL 930 ):
V= VeV, V,) est ction vectorielle, son rotationnel est un vecteur
défini comme étant :
oV oV -
My [@V v, ) P+ YN R (220
0z oX 0z ox oy
rotV = =A+B+C

EI
e

+i
0

ox

VX

b/ Pour calculer A, B,C il suffit de serappeler delarégle du produit vectoriel :
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+ 1
A= i g =+ [% _ (3Vy j
0y <z oy oz
Vv, V,
_]’ | ,“
0 0 -(oV, oV
B: JE— - - z _ X
OX ™ Ca ( ox 0z ‘\?%,7
Vx “ Vz /(& 4

‘ %‘9
0 0
C=| =— - = X
Xy | oy j
VX Vy o

c/ On arrive al’ expression finale(2.24~' \

+H -] +k x{y
0 0 o_p(v ) c(av, oV,

j . (av avj
R - I _ +k z _ X
oX oy oz /az ox oz ox oz
V.V, V.

< Exempl : CSZ:Ier |e rotationnel du vecteur :
A V(% Y,2) = 2xyi —3yz?] +9xy°k
Ré : i
rot(V) = (27xy2 — 6yz).T —(9y* - 0).] + (0—2x).k

@
rot(V) = (27xy2 — 6yz).T —9y?] — 2xk
13/ LE LAPLACIEN (cbed) :
« Définitions:
= En coordonnées cartésiennes:
» Le Laplacien d’une fonction scalaire est égal a la divergence de son
gradient :

=5 - o’f  o°f o°f
VV(f)=V3(f)= = Py t— (2.25)
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» Le Laplacien d’une fonction vectorielle est égal aladivergence de son
gradient :

(2.26)

REMARQUE

Vous trouverez, a la fin de ce document en annexe, un formulaire regroupant le
gradient, la divergence, le rotationnel et le laplacien dans les différentes coordonnées:
cartésiennes, cylindriques et sphériques. e

X
C{\?”
‘-‘O

&
&'\

\>Q

/

?’
Y*’
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EXERCICES
Ban gl udly lgie e dadY) cDygh

**

ﬂ:‘...)l—";—"‘

O ssind Aldid) sda oy i JS (A 1A

Exercice2.1
On considére , dans un repére orthonormé OXYZ,

les V, =3 —4j +4k ,
V,=2i+3] -4k etV, =5 — j +3Kk.

trois Vecteurs::

al calculer lesmodulesde V1 V2 et V 3,

b/ calculer les composantes ainsi que les modules des
vecteurs : A=Vi1+V3: +V3 et
B= 2\71 —\72 +\73,

c/ déerminer le vecteur
C=V:i1+Vs,

d/ calculer le produit scalaireV1.V 3 et en déduire
I’angle formé par les deux vecteurs.

unitaire porté par

1.2 (psal

ini COXYZ elxio 5 (puilaie plaa b
V, =3 —4] +4k Al ) daiy)
NV, =5i—j+3k ¢V, =2 +3] -4k
Vas V¢ Vi oe S sh ual /)

3

ady) sk 5 A cwal fo
B=2V:-V:+V; 3 A=Vi+V; +V;

‘_’J:; JM\ Bh\j&\ &L&& (e /C
C :\71 +\73

g 8 T el ]
Lagin 3 ) saandll

ef calculer le prodit vectoriel V2 A V3. V2 AV eledl) el el [o
Exercice 2.2 2.2 3 yadl)
Montrer que les grandeurs de la somme et de la | _ ar . v e

A 5 Y |t GUAll 5 8 sanall ol saka o) e i3
X
o - = B A,
différence de deux vecteurs A= et B=|B - X
& V|| clfhaYl Lgie sumal B[, | 5 A=| A,
Ay B, B
exprimées en coordonnées rectangulaires  sont Z A
respectivement : Ly gl e Al

1/2

sef(ava) +(ae) (ar) ]| s(nenfe(a s o(a 8]
D:|:(A<_Bx)2+(p\/_By)2+(A§_BZ)2:|U2 [ 2 2 2 Wiz
=|(A-B) +(A-B) +(A-B)|

Exgrrcice2.3 | - R t 3.2( 3 yaill
rouver a sommes es OIS Vvecteurs: oG e @ ef = ¢
V=5-21+2k + Go-g+j-rk o | A e llane g
V,=-3+j-7k ¢ V =5-2j+2k¢

V, =4 +7]+6k.
Calculer le module de larésultante ainsi que les angles
gu elleforme avec OY,0OX et OZ .

LV, =4i+7] +6k
oo Lgaiai 3l g5l 5 Alianall 4L gl caval
.0Z 5 OY,0X (e JS

Exercice 2.4
al Montrer que la surface d'un parallélogramme est

‘z\/\ E‘ tels que m et@ sont les cotés du
parallélogramme formé par les deux vecteurs.
A e

B

b/ Prouver que les vecteur sont

4.2 5 yal)

e gaY) lsie dalue of ca /)
gilsie 2la (B 5 [A G- ‘KAE‘
ol (e JS) & LY
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perpendiculaires si ‘K+ E‘ = ‘_A— E‘

Gl bage o A gl ol oa o fo
[A+B|=[A-B| Wl sy B gledll

Exercice 2.5
Soit le vecteur :

V= (2xy+ z:"‘)iq+(x2 +2y) i +(3sz —2)k

Montrer que grad AV =V AV =0

5.2( s sadill

o ldl) IS 1)

vV =(2xy+ 23)i#+(x2 +2y)]+(3xz2 —Z)R
gr‘m/\v=§/\\7=6 (Ji LY

Exercice 2.6
1 2
Soient les deux vecteurs A =| o , B=|-3
p 4

Trouver «, 3 pour que B soit paraléle aﬁ, puis
déterminer le vecteur unitaire pour chacun des deux
vecteurs.

6.2 yail)

2 1
B=|-3 ; A=|a
4 p
A A gldll B gldll ()l pdusy Ba Cne
Lagia JST488) gall Baa) 5l eladi (pe

olelaill &4

Exercice2.7

La résultante de deux vecteurs a 30 unités de long et
forme avec eux des angles de 25° et 50°.

Trouver la grandeur des deux vecteurs.

7.2 wal)

lagre piai 533a 5 30 Ledsha (uelad dliasa
50° 5 25° il )
e ladl) 4l gl as

J

W%
A\»

~
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Corrigésdesexercices2.1a 2.7 : 7.2 .3 1.2 v ool
Exercice2.1 :
a |V,=6,40| , |V,=538 , V, =5,91
b/ |A=10i - 2] +3k , B=9-15] +15k
=———= =1 C - |- 8 - 5, 7+
c/|C=8-5j+7k | —=Uc=|uUc=
C NENE AN

ViVs=x%+Y,Y, +22 =V1Vs =15+4+12 , | ViV; =31

V1iVs 31 31
COSg =————=> COSa = = , cosa =0,176 = _a =79,86°
e [V, AV3 =5 —26] 17k

d/

Exercice2.2 :

A B,
A=| A B= B}
A B
S=A+B=(A/+B,)i+ Ay+B ]+ (A

-[(a+B) +(A+B) +(A+B) ]

+B

D=A-B=(A~-B,)i+(A-B,)j+(A-B,)k
D=[(A-B) +(A-8) +(A-B)]

V =Vi+V,+Vs | \7:6iq+6_jb+R:>
6

A VmSa:mSaz%:@ , cosa =0,70 = |a = 45,6°)

Exercice2.3:

V. 6 ’

V. =V.cosf=cosf=—L=—— |, cosff=0,70= |3 = 45,6°

y ﬂ \V} 8,54 ’B
1

V, =V.cosd = cos :%:ﬁ , €080 =0,70=|0=831°

Exercice2.4 :
al surface du parallédogramme: S= h.‘E‘

On remarque sur lafigure que : h:Wsine A h h
Donc ; S:W‘E‘sinﬁ N o,
B
AFIZAZI

Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Rappel sur le calcul vectoriel 34 S il qlually 48

On en déduit que ; Sz‘ﬂA_B":W‘_B"sinﬁ
Rappel ons-nous que la surface d'un triangle de cotés W et ‘@‘ est égale a:
so=%\m§\=%w§\gne
b/ soient les deux vecteurs:
A B,
B=|A| : A=|B,
A, B,
‘K+§‘:_(AA+BX)2+(A\/+By)2+(AZ+BZ)2

12

1/2

- T 2 2 2]

A-8=[(A-8)+(A-8) +(A-B)]
En égaisant les deux dernieres expressions, et en développant nous arrivons au résultat :
AB +AB,+AB, =0, qui n'est autre que le produit scalaire (_Aﬁ) =0< ALB.

Exercice2.5:
Ecrivons les deux expressions des deux vecteurs :
L
ox 2xy +2°
V= % V=[x +2y
2 —
5 2xz2° -2
0z

En calculant le produit vectoriel de ces deux vecteurs nous trouvons que le résultat est
z2&0:

i - k
ARV 9 9 125
oX oy 0z

2xy+2° xX*+2y  2xz°-2

Exercice?.6 :
Pour que les deux vecteurs A et B soient parallélesil faut quelarelation B=1.A soit

vérifiée, avec 4 constante.
Partant de cela on peut écrire :

2
~ A 1
%:743 %: ‘73 _ |y
4 B
P
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On en déduit lavaleur de A et par lasuitelesvaleursde o et g :

2=1=[2=2

A 2 1

_73:a:>|a=—15|:>§= 3| ;. A |-15
4 2

4

;:ﬁj

On s assure des deux résultats en calculant AAB=0
Les vecteurs unitaires correspondant & chacun des deux vecteurs A et B sont :

nz -2+ 2k
A= _
J7.25 7,257 /7,25

A=i-15]+2k f\\:am

3 -4 -

+ k
29 J29

u

1
[
o]
U

B=2i-3j +4k

w | !

2
B—\/Z—g

Exercice2.7 :
Des données nous pouvons en déduire que I’ angle entre les deux vecteurs est :

180 (25+50) =105°
Appliquons laformule 2.9 pour trouver les deux composantes :

\V/ M Vy
sin105°. sin50 .sin25
Vo Ve Ly 280 o
sinl105° sSin50 sin105°
V :
BN T VS LRI NN vy
sin105°  sin25 ¥ &in105° Y
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111/ PRINCIPAUX SYSTEMES DE COORDONNEES
o flaaMy d s 1) dadaty)

Afin de déterminer la position instantanée d'un point matériel, nous devons choisir
d abord un repére parmi les différents repéres les plus utiles. Dans ce qui suit nous alons
rappeler les principaux systemes de coordonnées.

1/ REPERESD'INERTIE OU GALILEENS (4 g ddUael) allaall):
(Galilée 1564-1642)

Pour déterminer la position d’un mobile dans I’ espace, nous devons choi o t tout
un corps solide, que nous appelons référentiel, auquel nous cions ﬁ(&s axes de
coordonnées.

% Définition : tout ensemble de systémes d’ axes de coordon

qui est le référentiel (4> _4l), constitue un repere (al=) ) lié
Exemple: latable (référentiel) + 3 axes= repereliéa

Laterre (référentiel) + 3 axes quelque W igine commune = repérelié

lié corps solideS
e corps solide S.

alaterre.
Les repéres galiléens sont constitués d'un systém; (C'est-a-dire au repos ou en
mouvement rectiligne uniforme).
ne position ponctuelle M al’aide de

Dans un référentiel galiléen R donné, onr
5 gporelle, donc la position est définie par

trois coordonnées spatiales et une coord%
1).

quatre nombres réels comme par exemple
Si on note la position d un poi n& r= O—M(x, y, z,t) autemps t, son mouvement

danslerepéreR est défini par I’ Ilcat|ont ().

2/ PRINCIPAUX REFER%'( GA/LILEENS (ALad) aal el api)
|

% Repére Coper c1473-1543)
Cerepére est par trois axes issus du centre du systéme solaire et dirigés vers
trois étoiles fix ch isies convenablement. (Figure 3.1)

est utilisé pour I' étude du mouvement des planétes et des vaisseaux
Spatiaux interpl
terr accompllt un tour autour du péle nord-sud en un jour, sa révolution autour

du soleil est e année.
@

{ Le Repéregéocentrique ((s 3S ya gial) alaal)
Cerepére est défini par trois axesissus du centre d’inertie de laterre et dirigés vers
trois étoiles fixes du repére de Copernic. Ce repére est utilisé pour I’ é&ude du mouvement de
lalune et des satellites en rotation autour de laterre.

% LeRepéreterrestre (oo M) alral))
Ce repére est défini par trois axes perpendiculaires issus de n'importe quel point
de la terre. Ce repére est utilisé pour I’ étude des corps en mouvement liés a la terre. Dans ce
repére laterre est fixe, elle constitue donc un repére galiléen.
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Repére de Copernic

Le soleil

Laterre Q —
Repére géocentrique k
W N
. hd
Fig 3.1: les différents repéres + .

3/ LES COORDONNEES CARTESIENNES (43 Xg)

al Lerepere spatial ((Alsadll alaall):
Si le mouvement s effectue dans I’ esP %eﬁ ossible de reperer la position du

mobile ponctuel M dans le repéreR(O;1, j,k) 2 du vecteur posmonOM ou bien a
I’ aide des coordonnées cartésiennes ( de ,Q tes 1596-1650) ou rectangulaires et qui

sont :
\}I Sse (dwald)
onnée(«i ~)

z: altitude(sts)

Le vecteur posmonsecrlt%\% =F=xi + y.] +zk (3.1

1Y

=~

@)
A 4

m
Fig 3.2: Coordonnées cartésiennes

% x
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b/ Lerepére plan (g siwall alrall)
Si le mouvement s effectue dans le plan, il est possible de repérer 1a position du mobile

ponctuedl M dans le repereR(O;1, ) al’aide des coordonnées rectangulaires X et Y, ou

bien al’aide du vecteur positionm .

Le vecteur position s'écritdonc: [OM =7 =xi +V.] (3.2)
YA
trajectoire
y M
\ .
A V7

-V

Fig 3.3: Coordonnées rec awlt

c/ Lerepére rectiligne (pisal) aleall) \
o@'de I’axe OX tel que le vecteur position

Si le mouvement est rectiligne, on
(3.3)

OM s écrit -

4/ L ES COORDONN AIRES A.uhsl\ ul.u\.m!\)
ement est plan, Iaauss, on peut repérer laposition du mobileM par ses

Q: lep aure(u.wm,\j\)
Le vecg position dans ce repére s écrit donc :

OM =F =r. (3.4)

r

e laméme fagcon que nous avons obtenu la relation (2.8), nous pouvons écrire dans ce

0, =-i.sinp+ j.cosp e |0, =i.cosp + ].sing

Ainsi nous pouvons écrire le vecteur position en coordonnées polaires comme suit :
OM =r=A0 +AU, (3.5)

Ou (A A, ) représente les deux composantesde OM dansla base(Ur ,U{ﬂ) :
Larelation qui lie les coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires est :
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X =r.c0S6 Q= arccos%

(3.6)
y=r.sin¢ (p=arcsin%

CJ

N 7
s

V )

Fig 3.4: Coordonnée polaﬁ

5/ LES COORDONNEES CYLINDRIQUES (3..;3\ N) Ll aay)
Si la trgjectoire est spatiale, ou p et OZ'(fi 3.5) jouent un réle particulier dans la
détermination de la position du mobile, il @ﬁ,érable de faire appel aux coordonnées

cylindriqu%(p,(ﬂ, Z) :
p :rayon polaire ((sbdll Hhdllaal)

¢ : angle polaire(4xkadll 4, 5l 5
Z : ltitude (si=l)) /\} /
Z ;

z
1

| . .
[« ligne de la coordonnée z

I
|
g
zZ._p 4 u,

ligne de la coordonnée p

» ligne dela coordonnée ¢
Y

i
|
|
O : > Y

Fig 3.5: Coordonnges cylindrigues Fig 3.€: Base des coordonnées cyiindrigues

En se référant alafigure 3.5 nous pouvons écrire :
OM = =0Om+mM =r.u
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D’ ol r=pd, +zk

De méme:

u,=1.cosp+ j.sng

Attention anepasconfondre 0, et O, !
Nous pouvons écrire maintenant |’ expression du vecteur position sous laforme:

OM =F =i.p.cosp + j.psing +k.z
0 ?,0 7(0 J*P ®» (3.8)
OM =r=i.x+j.y+Kk.z
Nous pouvons transformer |’ expression précédente du vecteur position OM sou§~lakfo
4 \ T
— A 14
OM=r=A0 +A0 +AU, (3.9)
Ol‘J(Ap,AW,AZ :Z) sont les composantes deOM dans I (u a0, = Q . Pour
obtenir |’expression du vecteur unitaire U il suffit de se pte que Ies vecteurs

unitaires qui constituent la base(Up,U{p,UZ = k sont p% res entre eux ; donc u est
le produit vectoriel de U, et U, . Ainsi :

0, =0, AU, =—i.sing+ J:cosp (3.10)
Par identification des relations (3.1) et (3&\ éduit les relations entre les coordonnées

cartésiennes et les coordonnées cylindriques :
X=pcosp | |p=yxX+y’

ctgy/ x (3.11)
@ =arccosx/ p=arcsiny/ p

Remarque: s z=0 S reconnaissons alors les coordonnées polaires qui ne sont donc
rdonnées cylindriques.

gu’ un cas particulier des 5 indri
A
6/LES K&a EES SPHERIQUES (4ug 80 cilfiiaay))

Quan oint O et la distance séparant M de O, jouent un role caractéristique,
ion des coordonnées sphériques(r,&,(p) est lamieux adaptée, avec :

: rayon polaire(skdll yhill Caa)

D azimut (Crew)

@ . codtitude (Laal) al)

Nous démontrons géométriquement (figure 3.7) les relations entre les coordonnées
cartésiennes et les coordonneés sphériques :

I"utili

X = pCOSQ X =rsindcose
y=psing & |y=rsinfsing (3.12)
p=rsing Z=rcosé
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r = ,X2+y2+22

@ = arccos? f (3.13)

@ = arctg yx

Quant alarelation entre les coordonnées cylindriques et les cordonnées sphériques elle est :

p=rsing r=y\p’+2
P=¢ P=¢ (3.14)
- _ P
Z=rcosd ¢ = arctg A \
.\ v
A VY7

h
7 I'

/. 7
, ligne de coordonnéer
4

ligne de coordonées 6

Fig 3.7 : Coordonnées spheérigues Fig 3.8 : Base des coordonnées sphériques

eslevecteur position sécrit: OM =F = xJi + y.j + zk

iques on peut |’ écrire :

OM =r=AdU +A.U +AU, (15.3)
Ag) sont les composantes de OM  dans la base (Ur,U u )

p?0

Remarqgue: Pour couvrir tout I'espace en coordonnées sphériques, nous admettons les
variations:

de0 a0, 6 deOar, @ de0a2r

> Expressions des vecteur s unitaires (Ur ,Uw , l]g) : En se référant atout ce qui a été dit
sur les coordonnées sphériques, nous pouvons écrire :
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— _—

r =ru, =Om+mM
Om= pa :p[T.COS(p+]Sinq)]
mM = zk = k.r cosé.
p=r.sinf
Nous en déduisons : f:r[T.COSgo.sin€+].singo.sin9+R.cose]

Il nous apparait clairement |’ expression de U

U =i.coS@.sind + j.singp.sind +k.cosd (3.16)

Connaissant le vecteur :

_ =_.—> . +—.>
U, =—i.sing + j.cosp ) K\N

—

Il nous reste a déterminer le vecteur U,. La base(Ur,u(p U, )« éant. orthogonale, le

vecteur unitaire U, est donc le résultat du produit vectoriel entre

G, =0, AU, =7.cosfcosp + T.coV sﬂl ~ks (3.17)

7/ LES COORDONNEES CURVILIGNES ( X?
Nous pouvons repérer la position du mob|I ectoire elleméme a I'aide de
| abscisse curviligne (4xiaiall Alaldll). Pour c%

-On oriente latrgjectoire au hasard,
- on choisit un point fixe O sur Iatr mme étant I’ origine des abscisses,

L’ abscisse curviligne est def ant la grandeur agébrique S de I'arc
appartenant alatrgjectoirede 0 | Jusqu

+
M
O
Fig 3.9 : Coordonnées curvilignes

(18.3)
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EXERCICES Cymt
Exercice3.1 _ 1.3 (p padd)
Convertir le vectsurﬁ suivant des coordonnées Q\:ﬁ\\h\}[\ e «_ejm‘ EL’“ﬂ\ Ej.;s JP
cartésiennes (I , j) en coordonnées . g . i o .
" clilay e I (1)) assw
olaires(U.,0 | : V=Xi +Y] _ L o
p ( " (/,) J V=X +Y] :(ar,uq))«,gia:d\
Exercice 3.2 . 2.3 (1 padl)
Convertir le V?Cteijr qsuwant des coordonnées U.@\A;‘}!\ e L;Lﬁ\ t‘&'ﬂ‘ B)L\Q JP
sphériques (u U, Uw) en  coordonnées ’ §

cartésiennes: (1, 1,K) V =V, 0, +V,d, +V,d,

cdlay) i I (0,0,,0,) LS

[4
V =V,G, +V,t, +V,0, :(7,7.K) L8

Exercice 3.3
Convertir le vecteur suivant des coordonnées
cartésiennes (T i, k) en coordonnées

cyllndrlques(u U{ﬂ,u) V=X +Yi +Zi

3.3 (p Al
SHnY e M) gt 5l Joa

clfay) e (T RIESSEN
( )m\,bu‘zl\

V=X +Yi +ZI 0

4

Exercice 3.4 _ 4.3 ()
Convertir le vecfeur qsuwant des coordonnées Q@\h}” e L;L“d\ t‘*ﬁﬂ‘ B)L_u: JP
cartésiennes (I v ,k) en coordonnées . ) i e\

T ey Al (1K) R
sphériques(Ur,Ug,U(p) V=X +Y]+2Zk . .

V=X +Y+Zk :(0,,0,.0,)% )

Exercice3.5 5.3 (u saill
Convertir le vecteur suivant en coordonnées

sphériques(ljr ,UG,U(/)) A= pz.ﬂp + COSgo.U(p

clgay) ) S sl sl S
A=p’a, +COS¢.U¢:(Ur,Ug,U¢):\:1jJﬁ\

Exercice 3.6
Convertir le vecteur suivant des coordonnées

cylindriques(U s Uw 4, ) en coordonnées cartésiennes

(

T1.K) 0V =V, +v,0, +V,q,

6.3 (i yal
Ly e tuuﬁ\ soke Joa
iy e I (0,,0,,0,) 3 saud)

( T K) a5,

u

V =V,0, +V, i, +V,0,
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Exercice3.7 73 p ol
Trouver la distance entre les deux points o0 .. ,_LAE

oihady  gn Al 3 ke 2

M(pM'¢M’ZM) etN(lelezN) par|esdeUX
méthodes :
1/ en convertissant I’expression du vecteur MN en

coordonnées cartésiennes.
2/ par le calcul direct.

Montrer que la distance entre les points M et N
S écrit :
] = [+ * () -

2Py -Pu 'COS((DM _(DN)

Al N(pNv(DNvZN) 3 M(va(DM’ZM)
L (il

Sy S TN gledd 5 e dipms /1
EERLPIN]

op Alad o gnoLodld) Cleally /2
AUl JAL BSS N g M piilaiil

HWH:JPﬁ o (E-w) -
20y Py 'COS((pM - (pN)

4/

,Q\,

P
{\}*
>~

AFIZAZI
LMDVSM_ST

Univ-BECHAR




Principaux systémes de coordonnées 45 Cilflaadd L ) Aadasy)

Corrigésdesexercices3.1a 3.7 7.3 .3 1.3 e o sladl)

Exercice 3.1:
Si I’expression du vecteur en coordonnées cartésiennes est V = Xi +Y], alors, il est
possible d'écrire I'expression du méme vecteur en coordonnées polaires sous la forme:

—

V=V,.0 +V, 0,. Connaissant les expressions des vecteurs unitaires 0 et 0, dans la

,T) , On peut déterminer lesvaleurs V et qu-

—

U, =i.cosg+j.sin - . - -
f gT1-Sng :>V:Vr(i.COS(p+j.Sin(/))+V(p(—i.Sin(0+j.C0

U, =—1.sinp+ j.cosg

En organisant la derniére équation :
V=i|V,cosp-V,sing |+]|V,sinp+V, c%‘&
X Y
n M

Ainsi nous aboutissons a un systeme de deux équations a deu ev,:

V, cosp-V, sing =
V, sing +V, cosg =
Apres résolution on trouve :

V4
V, = Xcosp+Ysing| ; |V, ==X sing +Y cosg

L’ expression du vecteur V est donc : :
V= (X COS@ +% -Xshng +YCOS(p)U¢
Nous constatons que, pour trouver les deux résultats précédents, il y a beaucoup de calculs
afaire s on suit la méthode

pour la méthode des matrices.
On part de I’ étape ol nous avo

ébrique ordinaire. Il est plus facile et plus rapide si on opte
ons briévement cette derniere méthode :

ytenu les deux équations :

X =V, cosp -V, sing

Y =V, sing +V, cosg
ice de déplacement :

cosp -sing ||V, V. cosp Shne || X
sing cose ||V, v, —Singp cose || Y

V, = Xcosp+Ysing| ; |V, =-Xsng+Y cosp

Nous créons m

S

L’ expression du vecteur V = Xi' +Y] en coordonnées polaires est donc :

V =(X cosp +Ysing)i, +(-Xsing+Y cosp)d,

Exercice 3.2
Levecteur secrit: V =V, 0, +V, U, +V .0,
Danslabase (T,T,R) Vil Sécrit V = Xi +Y] +Zk

Rappel ons-nous des expressions des vecteurs unital r&s(ur Uy, 0, ) en fonction def’, j,k :

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Principaux systémes de coordonnées 46 Cilflaadd L ) Aadasy)

U =i.sin@cosg + j.sindsing +k.cosd
U, =i.cosfcosg + j.cosfsing —k.sind
d, =—i.sing+j.cosp
D’ ou en remplacant :
V=V (T.sinHCOSgo +j.sinfsing + E.cos&) +V, (T.cos@cosw +j.cosfsing — IZ.sine) +
Vv, (—T.sin(/; + T.cosw)
Développons et organisons |a derniére équation pour trouver |’ expression du vecteur V en

coordonneées cartésiennes :

V =7 |V, sindcosg +V, cosf cosg +-V, sing +T[Vrsinesingo+vacosesin 0sg'| +
Y

X

I{Vr cosevgsineJ 4

4

Les coordonnées cartésiennes sont :
X =V, sindcose +V, cosd cos

Y =V. sinfdsing +V, cosdsing +V, cosgp
Z =V, cosf-V,sing * &

Levecteur V =V, .G, +V, 0, +V, 0 S’%”Q slabase | ., k)

V= (V singcosp +V, cos@coaw\)) V, sin@sing +V, cosfsing +V, COSgo)J +

(V. cosf-V,sing)k
Exercice 3.3: /

Levecteur V dans .0,.0,) s écrit souslaforme: V =V, 0, +V, 0, +V, 0,

Connaissant expressions des vecteurs unitaires (U p,Uw,UZ) en fonction dei, j,k o

peut écrire: -
Upzr j.sng

+ T.COS(D :\7 :Vr (T.COS(D+ Isngo) +V(p (—i .singo + j.COS(D) +Vzk

-

En organisant |’ expression obtenue elle devient :

— —

V =i|V,cosp-V,sing |+ ]| V,sing +V, cosp +Y£E

4

X Y
On obtient un systeme d' équations de trois équations atroisinconnuesV,, V, et'V,
X =V, cosp-V,sing
Y =V, sinp+V, cosp
Z=V,

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Principaux systémes de coordonnées 47 elliaasl A 1) dadasty)

On ale droit de choisir la méthode que nous maitrisons le mieux pour arriver au résultat
attendu. Si on choisit la méthode des matrices |e raisonnement est e suivant :
On crée une matrice de déplacement a partir du systeme d’ égquations obtenu :

X [cosp -sing O]V, Vv, cosp sing O] X
Y |=|sng cosp OV, |<|V, [=|-sinp cosp 0| Y
ya 0 0 1|V, V, 0 0 1|z

Le résultat se déduit directement :

V, =Xcosp+Ysng| ; |V, =-Xsing+Ycosp| ; |V,=2Z

V =(Xcosp+Ysing)d, +(-Xsing +Y cosp), +Z, v

Exercice 3.4:
Le vecteur V danslabase(U .Uy ,u s’ecntsouslafor 0. +V,.0 Vv, 4,
Connaissant les expressions des vecteurs unitaires : fonction dei’ I k ,on

peut écrire

U =i.sinfcosp+ j. smesmgo+

U, =i.cosdcose + J. eos ~k.sing

G =— Sln(/)+j co
V= V. (| .Sin@cosp + j. snesnw&ﬁgl .C0SHCose + j.cosfsing — k. smé?)

\Y (—I Snp+ J. COS(D
Dével oppons puis organi

quati o/précédente pour obtenir :

Y

p+-V, sing [+ T[V, sindsing +V, cosdsing + cosg |+

® X =V, sin@cosg +V, cosd cosp -V, sing
Yy Y =V, sindsing +V, cosdsing +V, cosg
Z =V, cosd-V,sing
Si on choisit laméthode des matrices, qui afait preuve d' a aboutir au résultat escompté tres

facilement et tres rapidement, on doit d abord construire la matrice de déplacement a partir du
systeme d’ équations précédent :

X sindcosp cosdcosp —sSng ||V V. sindcosp sSnfdsing cosd || X
Y |=|sindsing cosfdsing cose ||V, |< |V, |=|cosfdcosp cosfdsing —-sind|lY
Z cosé -sing 0 v, v, —-sing —sing 0 Z
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Ontrouve:

V, = Xsinfcosp+Ysindsing+Zcosé| ; |V, = Xcosdcosp +Y cosdsing—2Zsing

V, =-Xsing +Y cosg

En fin de compte I’ expression du vecteur V = Xi +Y] + Zk en coordonnées sphériques est :

V =(Xsin@cosp +Ysindsing +Z cosd)d, +(X cosdcosp +Y cosdsing — Zsind) i, +

—Xsing+Ycose)U
14

Exercice 3.5:
Commencons par transformer le vecteur B = p? 4, +cosed, nnées
cartésiennes :

A= p? (l coSp + |. sm(p)+cos¢ |sm(p-y-bo

En développant et en organisant I’ équation, nous obtenon du vecteur Aen
coordonneées cartésiennes :

AZT[pZ.COSgD—COS(o.Sinq)}+T[,Ozsm 8260]+9R
X Z

Y
X = p®.cosp — COSgosmgo éA{zﬁcoszgo ; Z=0

On doit maintenant transformer cette pron en coordonnées sphériques en
faisant appel au résultat de I’ exercice 3.4 :
A=(X sin0c03g0+Ysinesingo+ D +( X cos@cosg +Y cosfsing —Zsing),

(-Xsing +Y cose)

Il ne nous reste plus yx aceyf< Y,Zpar leurs valeurs respectives trouvées ci-

dessus:
p .C Sgov ne S|n0COSgo+(p Slng0+coszg0)snesmgo]
S.sing c059c05(p+(p sing + cos’ go)cos@smgo]
Q{ S@ +C0S@.Sing Sln(/)+(pzsin(0+cosz(p)COS(0]U¢
Le vecteurV dans la base(u,,d,,0,) est V=V, 0,+V,0,+V,d,. Patant des

expressions connues des vecteurs unitai r&s(u uw, ) en fonction dei, j k on peut écrire:

d, =i.cosp +j.sing

h, =-i.sing+j.cosp| =V =V, (T.COSgo + T.singo) +V, (—T.singo + T.COSgo) +V k
a, =k
Organisée elle devient :
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V=i|V, cosp-V,sing [+ ]|V, sing+V, cosp +Y£E
X Y z
Par identification nous arrivons a:

X =V, cosp -V, sing

Y =V, sing +V, cosp
Z=V,

Lerésultat final est :|V = i*(Vr COS(p—V(pSin(/)) + T(Vr singp+V, cos¢)+ KV,

Exercice 3.7:
1/ Premiére méthode: Trouver la distance entre les deux point Jo NN

N (o, @y 2y ) en transformant I’ expression du vecteur MN en coo ésiennes.
La flgure montre que la distance entre les pointsM etN\ e au module du
vecteur MN :

MN =ON -OM =(p,0, +zNuZ
MN =ON-OM =(p,0, —p,0 p

PN
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Expressions des vecteurs unitaires 4, ,U, et U,:
a, =i.cosp, +].sing,
a, =i.cosg, +]j.sing,
a, =k
Remplagonsd, ,G, dans!’équation (1) :
MN = p, (T.COSgoN + T.singoN)—pM (T.COS(pM +].sing,, ) +(z,0, — 2,0,)
Nous organisons I’ équation pour gqu’ elle devienne :
MN = (,ON COS@y — Pu COSQy, )r+(pN singy — py SiNgy )T+(ZN — 2y )
Ladistance entre les points M et N st égale &lanorme du vecteur MN : ::

HWH = \/(pN COS@y — pu COSPy )2 + (ION Sin(pN ~ Pwm Sin(pM )2 +( .
Aprés calculs nécessaires on trouve::

[MN| = 2 + 2* ~[2ps-pu (c0spy cosp, —sing,sing, )]+ (2 ~2,)"| > (2)

2/ Deuxiéme méthode: trouver la distance entrewnsM (Pv ou.20) et

N(py. @y, 2y ) parlecalcul direct :
MN =ON -OM =(p,0, +2,0 ,0,, +2,0,)
U, )+

Wj pN pN_pM_’p Z._
z, ~2,)

2
= o ,\3
D’ apres la figure, nous voyons que I’ mpris entre les deux vecteurs unitaires 0, ,0

Pnm
est égal a ¢, — ¢,, . Nous ob)\'&nc

HMNH = 2P\ Py COS((”N _¢M)+(ZN -2y )2 _)(3)

Itats(2) et(3) sont compatibles, il suffit de procéder a une

Pour vérifier que

transformation tr trique adéquate de I’ équation (2)

{cosg,, —sing,.sing,, =cos(p, — ¢y ) =cos(gy — oy )
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|V/ICINEMATIQUE

A-1V/ CARACTERISTIQUESDU MOUVEMENT

responsables de ces mouvements (comme les forces par exemple
% Lepoint matériel est tout corps matériel dont les dimensions so

et pratiquement négligeables par rapport ala distance parco

L’ éat de mouvement ou de repos d'un corps sont d noti essentiellement
relatives: par exemple une montagne est au repos par rappor re.mais en mouvement
par rapport a un observateur qui regarde laterre deloin et p e globe terrestre (avec
tout ce qu’il renferme) est en perpétuel mouvement.

Quiconque veut éudier un mouvement doit a priori
par rapport auquel le mouvement est analysé. CeC| setr ar
peut se définir que par rapport a un repére.

1/ INTRODUCTION (4adia)
% La cinématique est I'étude des mouvements sans se preoccu% Ses

ent nulles

n référentiel (ou un repere)
le fait qu’ un mouvement ne

Cette étude du mouvement s effectueselon I deux formes:

- vectoridle: enuﬂhsantl&svec on OM vitesse V et |’ accélération &.

- algébrique: en définissan du mouvement suivant une traectoire
donnée.

5

2/ POSITION DU MOB

La position d’
repéreﬂ%(O;T, ],k eur position W(ﬁgure 4.1). Laformule 4.1 exprimele
vecteur position.en nées cartésiennes.

|eI M au temps t est repérée dans un

M
_ | OM =7 =i H ” 4.1
)\ | OM =r=xI +y.] +zk (4.9
|
O —— 1 >
He \\\ J i /// y Y
I Ny
\\\ }//
,,,,,,,,,,,, ~J
X Fig 4.1: vecteur position
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3/ LESEQUATIONSHORAIRES (4:ia}ll ci¥auall):

Un point matériel est au repos dans un repére choisi si ses coordonnéesX, Y, Z sont
indépendantes du temps, et il est en mouvement si ses coordonnées varient en fonction du
temps.

P (On a chois des coordonnées cartésiennes, mais on aurait pu choisir n’importe
guelles autres coordonnées).

Ces coordonnées peuvent étre notées par :

x(0,(0), 20 (@2

A Y
On appelle ces fonctions, les équations horaires du mouveme%gyt les
>4

exprimer sous laforme:

x= (), y=9g(t), z=h(t) o (43

b S

(

L N )

<
l& mobile au cours de son
re matérielle ( la route
rgjectoire de la lune par

> Latrajectoire (Ll )

Latrgectoire est I’ensemble des positions occupé
mouvement pendant des instants successifs. La trgectoire
suivie par une automobile par exemple ) ou i
exemple).

L’ éude d’ un mouvement plan se fau} en r%n;(ées rectangulaires dans le repére
R(O;1, ) oulaposition est définie par les ordonnées: x(t), y(t)

La fonction X y(X) s/’ep ation cartésienne de la trajectoire
(all 4 35 1<) Astaal),

On obtient I’équation de la trajectoire par élimination du temps entre les
deux équations horaires ’%

Exemple 4.1: Les équalicgs\cy es du mouvement d'un point matériel tiré dans I’ espace

sont X=2t ; y= -5t* + 4t (toutes les unités sont dans le systéme

international

I’ équation cartésienne de latrgjectoire, quelle est saforme ?

A
ire |’ expression du vecteur position au temps t = 2s
Réponse”
1/ Onttir e’ équation de X qu’on remplace dans Z :
X
N X=2t=>t=—
2

z=-1.25.x* + 2.X| Cest|’équation d une parabole.

2/ Expression du vecteur position :
OM =xi +y]+zk
OM = (2t).i +(-5t% +4t) K = OM (=p) = 4i —12k
W(tzz) =47 —12k
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Exemple 4.2 : Le mouvement d’un point matériel est défini dans un repere cartésien par ses
deux éguations horaires:

X =asin(awt + @)
y = acos(at + @)
Quelle est donc latrgectoire suivie ?

Réponse:
En éléve au carré les deux équations, puis on fait la somme membre a membre pour

x> =a’sin’ (ot + @)
\\?-. ¥
4

y? =a’cos’ (wt + @)
“7

4/ LE VECTEUR VITESSE (4 sl gladd): .
On considére que la vitesse est |a distance parcourue par Lf\ﬂ@d S.
< Vecteur vitesse moyenne (o giall de il glad) T )
Regardons la figure 4.2 : entre I'instant t ou le occupe la position M | et
I"instant t' ol le mobile occupe laposition M ', le vect it yenne est défini comme
étant I’ expression 4.4.

y 2 d
Trajectoire ---__ L
S
>Vmoy = o . ’ Vmoy - (4.4)
t'—t At
O MM 's’appelle le vecteur déplacement
Fig 4. 2
< Vecteu VIt stantanee (Aalaall) de yuul) £lad)
tesse instantanée, c'est a dire au tempst, est la dérivée (4iidw) du

vecteur positi rapport au temps::

7, 20 O = lim.. AOM =dOM \Z:dOM (4.5)
o t-t At dt at

v IMPORTANT : Le vecteur vitesse instantanée V,,,est porté par la tangente a la

trajectoire au point M ; il est toujours orienté dans le sens du mouvement
(Figure 4.3).
Dans le repére cartésien par exemple, on en déduit I’ expression du vecteur vitesse
instantanée a partir de |’ expression du vecteur position en dérivant :

OM=rF=xi+yj+zk=v=xi+y.j+zk (4.6)
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\Y

Fig 4.3 : vecieur vitesse insfantanée

v CONVENTIONS (citathuas )
> Notation de Newton : on note la dérivée par rapport au temps en mettant un
point sur le symbole de la variable. Si 1a dérivée est par rapport a une-variable

autre que le temps, la notation est de mettre une apostrophe(’) apreWIe
delavariable adériver.

> Notation de Leibnitz : On note la dérivée de Y, par exemple, Hort au
dy )

temps, par — . R
dt (-\

Ainsi nous pouvons écrire X—%' y—y- \% )

dt’ ° dt’d Sdt”

% Module du vecteur vitesse instantanée (3..;2;31\

v=,/)'(2+y2{? b 4 (4.7)

L’unité de la vitesse dans le systéme internatix KS essm/s=ms™.
Les composantes des vecteursOM etV @r onnées cartésiennes sont donc :

X
OM -Vl Y=Yy,
/b R 2=V, g
5/ LE VECTEUR LERATION (gl glad):
Nous ¢ érons que I’ accél ération est la variation de la vitesse par unité de temps.

9,

A e . . .
< Vecteur accélération moyenne (fwgiall g ludl) glad)

v
M

—

Trajectoir

— 1

V-V _AV. AV (4.8)
Ao t'—t At Ao At

Fig 4.4

En considérant deux instants différents t et t' correspondants aux vecteurs position
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OM et OM' et les vecteurs vitesse ingtantanée v et V' (figure 4.4), le vecteur accélération
moyenne est défini par I’ expression 4.8

< Vecteur accélération instantanée (sl g bl plad)
Le vecteur accélération instantanée d’ un mouvement est défini comme étant la
dérivée du vecteur vitesse instantanée par rapport au temps.

. vi-v . AV _dv _ d’OM &V _ d’OM
a=lm._,——=lim_—=— =—7 a=— =—— (4.9
t'—t At dt dt dt dt
On peut écrire maintenant en résume les expressions des vecteurs position, vitesse
accél ération en coordonnées cartésiennes, avec les conventions de Newton et Leibnitz :

Important : Le vecteur accélération est toujours di)i ers la partie concave de la

trajectoire. (figure4.5) . 4

¢ Module du vecteur accélération in née ((Balll g jludll gl dlygh )

Cemodule est donné par Qﬂj 1

/,,, - > /’," a= lx2 + yZ + 22 (4.11)

TI:ajectoi re

. ;
Fig 4.5 \&te», célération

CO%&SI‘ : Dans un repére cartésien |es vecteurs position, vitesse et accélération sont :
X X=V, X=v =a
r=ly| »viy=yv, | »>a y=v,=a
Pa BV AN (4.12)
OM= r= xi+yj+zk>vV=vi+v.j+vk>a=ai+a.j+ak

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Caractéristiques du mouvement 56 Ag Al &) jraa

Remargue: Le mouvement est dit accéléré si a.V > 0, et décéléré ou retardé si a.V < 0.
Quant au sens du mouvement il est indiqué par le sens de la vitesseV .

X =2t?

Exemple 4.3 : Soit le vecteur positionm y=4t-5|. En déduire le vecteur vitesse et le
z=t°

vecteur accél ération instantanées, puis calculer le module de chacun d’ eux.

Réponse : Nous dérivons deux fois de suite I’ expression du vecteur position pour p@nlr les
vecteurs demand&s et ensuite nous déduisons leurs modules :

V=4ti +4] +3t°k — a=4i +0j +6tk A ) 2

v=+16t2+16+0t* ., a=+/16 +36t> \gy
(,

./

i,

N
QD
x>*\
/

R
?*’
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EXERCICES

* %

Exercice4.1

Le mouvement rectiligne d’ un point est défini par
|’ équation horaire: s=2t> —9t> +12t +1.

al Calculer lavitesse et |’ accélération aladatet .

b/ Etudier le mouvement du point lorsque t croit de
0 a +oo .(Dire dans quel sens se déplace le point et s
le mouvement est accél éré ou retardé).

1.405 a3
aleally 30080 d0le ddasy] Al A4S jal)
S=2t° —0t% +12t +1:4. )
fadaal) g ld jde yd cual /)
Ot el sy U ddadl) A4S m Gyl [0
5 ki) Jim olad) gl (8l ). 40 YO
(Ablie f de ludie 4S al o

Exercice 4.2
Déterminer la trgjectoire du mouvement plan
défini par les équations :
x=sin’t ; y=1+cos2t
Dessiner cette trajectoire dans le repére OXy .

2.4: s i)
Lgwad A al e e
X=8in’t ; y=1+cos2t : yilaleall

48 )

Exercice4.3
Dans un repére orthonormé (O,T,T,R), le

mouvement d’ un mobile M est défini par les équations
suivantes: X =t3 -3t : y=-3t2 =t + 3t
al Calculer les coordonnées a la date t, du vecteur

vitesse V, et celles du vecteur accélération @, du
mobile M.

b/ Calculer la norme du vecteur V et montrer que ce
vecteur fait un angle constant avec OZ.

:3.4( 5 sal
‘(o,i‘,T,R’)wsté:m 5 laie alee 3
Al OV aleall M & el 4S jall S3a3
x=t*-3t ; y=-3t* ; z=t>+3t
plad cilfioa) t aball b cual /)
étJLuﬂ\ t\.:uf&jc Vo o4c
M jaiiall
5 o i s U pladl) sk caal o
.0z @&LBZ\_U\JC_‘th\

¢

A
Exerciced.4
Un point est mobile dans le plan a partir de la date

t = 1. Seséquations horaires sont :
x=Int ; y=t+%

alEcrire |’ équation de latrajectoire.
b/ Calculer les valeurs algébriques de la vitesse et de
I’ accél ération au tempst .

4.4 oyl
Al \QA:«\S&;\@M’ Lﬁﬂ\.ﬁaﬁ.}dﬁlﬁ
tlad Gl 3l olilales Lt =1
x=Int ; y:t+:¥L
sl slzs S /)

ot dlaall) &
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a< sl &) jaaa

Exercice4.5

Dans un repére orthonormé (O,T, J ) , un mobile

M décrit dans le direct

X2 y2
d’ équation :_2+F =1.Lepoint M est repéré sur
a

sens I’ellipse

I"éllipse par I'angle @ .
Déterminer les vecteurs vitesse et accélération V et
¥ enfonction des dérivées @ et ¢ .

:5.40 1w )

s (O, T, ) oilatia 5 dalaie plaa &
9 aki it Ldld oWl i oFjate
o e M AL &ﬂ.:—z+g—§=14ﬂqm
5V el eled B . Ll w93
3§ oI ANy 7 g judd

Exercice 4.6
Soit, dans un plan (P) un repére orthonorme

XOy et un mobile M se déplagant dans ce plan. A la
date T , ses coordonnées sont définies par :

x:\/ﬁcos% L y= Zﬁsin%

al Quelle est latragjectoire ?
b/ Calculer les coordonnées a la date t du vecteur

vitesse V et du vecteur accélérationd de ce mobile.
Quellerelationy a-t- il entre OM et & ? Au bout de

combien de temps le mobile repasse-il par une méme
position sur la courbe ?

c/ Entre lesdates t, =0 et t, = 47, déterminer les
positions du mobile et les coordonnées de V pour

5
avoir un vecteur accélération de longueur T .

:6.4 (i padl)
ud\;ﬁnjmhineluc(l:’) LSJ:’-‘-“-“_QUS:‘S
&P s sieal 18 B8 Jiiy M@t 5 xOy
i U8 geae slifas) ¢ £ ddaalll
x:\/ﬁcos% . y:2\/§sin%

o s 58 Lof)

9 V dc yull &Lz.& Gllaa) ol /g_1
Lo .t ddaalll 8 cljanal 13d & ¢ bl glad
L€ a s OM (o sasmsal Al &
o e doadall e s AU 3ad)
¢ Saiall e g sl

Ma ¢ t, =47 5, =0 (idaall u:*-’/c
OsS Sa Vo Adlaa) 1S 5 Gl atall 28 se

J5 .
el 4l
4 ) b gl

A\»
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Corrigésdesexercices4.1a4.7 74 , 3 1.4 (pa opladl)
Exercice4.1:
1/ Pour calculer lavitesse il suffit de dériver I’ équation horaire par rapport au temps :

v=§=6t2 -18t+12
dt

En dérivant la vitesse par rapport au temps on obtient I’ accélération :

a=%:12t—18
dt

2/ L’étude du mouvement du mobile nécessite une é&ude mathématique d ion
s=2t®-9t*> +12t +1. Le mouvement est accéléré ou retardé selon le sign roduit av.
Quant au sens du mouvement il est indiqué par le signe dev. :Eg

Dressons |e tableau de variation :

V=6t -18t+12=0=>t=1; t=2 ; a=1it-\l 0=t=15
i
A N
t 0 1 15 0
v + 0 - - ( +
a - -0 . Q "
av - + r— +
Mouvmt| Retarde Accele Retarde Accélére
sens + sens - ‘ sens - sens +

>

ation trigonométrique : cos2t = 2cos’t —1,
onde yqui devient : y = 2cos’t,

Exercice4.2:

Commengons par | Sf

ation trigonométriqgue nous ménea: y = 2(sin2t—1),

x < +1. Nous en déduisons que la trgjectoire est un segment de droite joignant les
(+1,0)etB(0,+2) .
h\e

A

O +1 x

Exercice4.3:
Deux dérivations consécutives des équations horaires nous conduisent aux expressions des
coordonnées des vecteurs vitesse et accél ération du mobileal’instantt :
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v, =% =3(t* 1) a = %= 6t
Viv, =y=-6t , a=qa,=y=-6
v, =2=3(t* +1) a, =7=6t

2/ Le module du vecteur vitesse est égal & v’ :18(1+t2)2 =|v=32(1+1?)

Calculons maintenant I’angle compris entre v et Oz . Pour cela calculons |le module
du produit scalaire:

vk = vk. cos(v, IZ) V. cos(\7

X 0
vyl , k|lo]| ;
Z 1
oy Uk _ 3(1+t
COS(V’k)_T_3\/§(1+t2)
Exercice4.4:

al Eliminons le temps entre les deux équations horaires obtenir I’ équation de la

trgectoire : Y 4
x=Int='t=

1
ye+7e§

b/ calculons les modules de IaV|t e célération autemps t par dérivations
successives des deux équations horau res port au temps::
v =1
Xt , 1 1
V= Y 1-—| ; |v= e +1
VvV =

\ t2 =a= l 2+ 3 i la= i+i
2t _ 2 t? ) t*
3

t4 t
%@r
Rappel mathématique concernant |’ ellipse : suivons e raisonnement qui accompagne la
figure ci-dessous :
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Y4 Equationducercle  x*+y*-a’=0->(1)

. s Xy
Equation de I'dlipse ¥+F_1_0_>(2)
X, =acosg
y, =asing
remplacons x et y dans |'équation(1):

Coordonnées du point M: {

VM, a’cos’p+a’sin’p-a’ =0= cos’p+sin’p—-1=0-(3)
Par identification des équations (2) et (3) nous obtenons deux
résultats importants qui caractérisent I'elipse:

(2)=(3):cosp =" = [x=acosp |, sinp=

Maintenant gque nous avons les coordonnées du point M , nous pouvons repér int sur
I’ellipse par I'angle tel que COS(0=§ ; singo:%

Lavitessedu point M est égdea: (\
OM = acospi +bsing.] = |V = —agsingi +bgcose.| \

L’ accél ération du point M est : }7=—a(gb'singo+gb2 i ¢005go—gb25in(p).T

Exercice4.6:
1/ Pour obtenir I’ équation de la trgjectoire il K 'éliminer le temps entre les équations
horaires:

Latrgectoire est donc une
2/ En dérivant les é ions
du vecteur vitesse :

o t
vy—y—\/icosz

érivant les deux composantes du vecteur vitesse par rapport au temps, on obtient les

deux santes du vecteur accélération :
. J2 ot
=V, = ———C0S—
a, =V, 2 5
. J2 .t
=V, =———sin—
ay y 2 2

Ecrivons a présent I’ expression vectorielle de |’ accé ération pour trouver sarelation avec le
vecteur position :

yj=a :—E(X.T— y.T) S —%W
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Puisgque la trgjectoire est une ellipse, le mouvement va se répéter a I'infini pour une

variation du tempsde 0 & .
Soit T I'intervalle de temps séparant deux passages consécutifs du mobile par la méme

position et dans e méme sens.

L’ abscisse du mobile autemps t est: x :ﬁCOSE
(t+T)

L’ abscisse du mobileautemps t +T est: x'=+/2cos

Puisgue le mouvement est périodiqueil faut quex = x
t+T
e D LT —or o g

cosa=cos(a+2r) ;  C€OS— =cos
2 2 2
3/ Position du mobile et ses coordonnées pour une accél ération de mod —:E y

b C

a=>2
4

a=2co2 b4 lgn2t =2 oot =
16 2 4 2
2(1-sin? L |+8sin? l—5:6S| 2 U eto1
2 2 2
_+
_ t J2 2k
— =+ —
2 2 —+2k7r
En prenant en considération la CMQ <4, nous résumons les résultats dans le
tableau suivant :
)< t Xy | %y
E’ 0|2 41 +2 1 +1
p 2 2
\ 1 [ e 1 -1
) 4 2 2

Exercice4.7::
?% iﬁ de de lafigure ci-dessous on écrit I’ expression du vecteur position :
OM =xi +v.J

YA
A' A
2b b
y M
7 b
0 >
O B' X B X
Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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Il reste a déterminer les deux équations horaires, c'est-a-dire les coordonnées en fonction du
temps :
x=0A+bcosp , x=2bcosp +bcosp = x=3bcose

y=AA'—bsing , y=2bsinp—-bsing = y=bsing

OM =i.3bcosp + Jbsing

On en déduit I'équation de la trgjectoire par élimination du temps entre les équations
horaires:

x* = 9b* cos’
¢: X— y_2= C’estlequatlonduneelhp
y? =b*sin’*¢p % b
2/ Ladeuxiéme dérivée du vecteur position par rapport au temps no expr ion
du vecteur accélération : ‘

__d°OM

R
a=— 5= w* (T.Sb.coswt + T.b.sina)t) Y/O_I\/_I
D’ ou le module de cette accélération :

a=9b’.cos’ wt +b’.sin” wt =
@
< »Q\
/

Y’
?"
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B-IV/ MOUVEMENTS RECTILIGNES

4 A | a ..\ AL “ Q\ <J a “
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1/ MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORME (Aaliiiall dasiival) 45 jal))

» Dé€finition: Un point matériel est en mouvement rectiligne niforme s sa
trajectoire est une droite et son vecteur vitesse constant (donc son vecteur
accélération nul).

> Equation horaire: on choisit I'axeOX comme repére rectiligne et on fixe la
condition initille t =0 ; x = X, (abscisseinitiale).

Partant de la définition ci-dessus, et gréce a une intégration on arrive aexprimer |’ abscisse

X en fonction du temps::

v=x:%:v0:>dx:vo.dt:>jdx:jvo.dt
at % i

X

X — t —_
CEVEL = xex =yt

Dans une derniére étape on obtient |’ équation horaire du mouvement rectiligne qui est
une fonction du temps de premier degré:

X =V 4 X (4.13)

On appellex I abscisse instantanée, et X, |"abscisseinitiale.

i i i
@] Xo X
t=0 t
Fig 4.6 repére rectiligne

><V

> Diagrammes du mouvement (4s_al) ciahis)

Les ‘diagrammes du mouvement rectiligne uniforme sont la représentation
graphique de |’accélération, de la vitesse et du déplacement en fonction du temps.
(Figure 4.7)

Fig 4.7 : Diagrammes du mouvement

Exemple 4.4: Les équations horaires du mouvement d'un point matériel
sont X=2t;y=2t+4; z=0(toutes les unités sont dans le systéme international).
Montrer que le mouvement est rectiligne et uniforme.
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Remargue : Dans un repére cartésien, si I’ une des coordonnées est nulle le mouvement
est dit plan (maisil peut étre rectiligne aussi) ; si deux coordonnées sont nulles le mouvement
ne peut ére que rectiligne; s les trois coordonnées sont différents de zéro, dans ce cas le
mouvement est dit spatial.

Réponse : Démontrons d’abord que le mouvement est rectiligne; pour cela on doit
chercher I’équation de la trgjectoire. Apres éimination du temps entre les deux équations
horaires données on trouve: y=Xx+4= équation d'une droite, donc le mouvement est
rectiligne.

Pour que ce mouvement soit uniforme il faut que la vitesse soit constante en direction,
en sens et en module.

Levecteur vitesseest V=2 +2] = v=+/22+22 = v=18=2.83ms

Ceci implique gque le mouvement est uniforme. En définitif le mouvement est rectiligne
et uniforme.

2/ MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORMEMENT VARIE
(AUAEL 3 _iall daiiivial) 45 jal)
» Dé€finition : Le mouvement d’un point matériel est rectiligne uniformément varié si sa
trgjectoire est une droite et son accélération est constante.
> La vitesse algébrigue: En considérant les conditions initiadles t =0 ; v =V, (vitesse
initiale), et partant des définitions précédentes, et en intégrant on peut écrire :

N dv=att = [y = [adt >V =ar
a=_ = dv=a :>&[ —J;a :\/‘Vo—a‘o

On obtient a la fin I’ éguation de la vitesse instantanée qui est une fonction du temps de
premier degré:

VIV, L+, (14.4)

» Equation horaire du mouvement: Si on prend t =0 ; x = X, (abscisse initiae), et
partant de ce qui précéde on écrit :

X t
=%:at+v0 = dx=(at+Vvy)dt = [dx=[(at+vy)at
Xo 0
L’ équation horaire est donc :

X = %at2 +vt+ X (15.4)

»  Diagrammes du mouvement : On voit sur lafigure 4.8 les diagrammes du mouvement
rectiligne uniformément varié relatifs al’ accél ération, la vitesse et |e déplacement.

XA 1 VA
X==at®+vt+ X, 2
? a=C*
XO
0 > ©

Fig 4.8 : Diagrammes du mouvement
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L aissons & I’ étudiant le soin de démontrer atitred’ exerciceque: v —v,” = 2a(X— x,)
Rappel : Le mouvement rectiligne est accéléré (e jluia) si @V >0, et il est retardé
(ki) s av <0
Exemple 4.5: Un corps ponctuel se déplace suivant I'axeOX avec une vitesse
d'équation: v=2t-6 (ms?) ; t>0.
al En déduire I’ équation de I’ accélération ainsi que I’ équation horaire de ce mouvement

sachant qu’al’instantt =0 , X =5m. Quelle est la nature du mouvement ?
b/ Indiquer les étapes (accél érée et retardée) du mouvement.

Réponse : On obtient I’ équation de |’ accélération en dérivant I’ expression de la vitesse
par rapport autemps: a= % =2ms ?. L’ accé ération est constante.

En intégrant | expression de la vitesse on obtient I’ équation horaire

dX t t
VE— = X=X +|vdt=x=x +|(2t -6
- X, I X, {( )|

X=x +t*—6t;t=0,x=5=>x =5

Le mouvement est rectiligne uniformément varié
b/ Les phases du mouvement : on dresse e tableau de variation suivant :

X=t*—6t+5

t 0 1 3 5 o0
\Y - 0 +
a + +
x | ———— 9 a4 o o0— |
av - 0 +
Mouvement retardé * Mouvement accél éré

Tableau devariation 4.1

2/ MOUVEMENT RECTILIGNE A ACCELERATION VARIABLE
(8 bl 3 piiia dagiiinual) 45 jal))
> Définition : 'Le mouvement d'un point matériel est dit rectiligne a accélération
variable si'sa trgjectoire est une droite et que son accélération est fonction du temps

(a=f()).

Exemple 4.6 : Un corps ponctuel se déplace suivant une droite avec I’ accélération
a=4-t? (toutes les unités sont dans e systéme international MKS).

Trouver les expressions de la vitesse et du déplacement en fonction du temps en
considérant les conditions suivantes: t=3s; v=2ms" ;x=9m

Réponse : Pour obtenir I’expression littérale de la vitesse on doit intégrer I’ égquation
del’accéération :

t t 1
v=j;adt+v0:>v=v0 +£(4—t2)dt v=4t—:—3t3 +V,

Intégrant de nouveau afin d’ obtenir I’ expression littérale du déplacement :
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! 1
X=X +|vdt =x=——t'"+2t°—vit+
X, I - AR

Il nous reste a déterminer |’abscisse et la vitesse initiales du corps. D’apres les

données, on remplace dans les expressions obtenues précédemment le temps part = 3spour
trouver |’ abscisse et lavitesseinitiales :

t=3s= X, =§m ; v, =-Ims™

En fin de compte, les expressions de la vitesse et du déplacement sont:

X=2t2—i'[4—t+§ V=4t—£t3—l
12 4 3

3/ MOUVEMENT RECTILIGNE SINUSOIDAL (dsuall daiiceall ds)al)

» Définition: Le mouvement d'un point matériel est rectiligne sinusoidal si son
équation horaire peut s écrire sous laforme:

X=X .cos(at + ¢)
Ou méme x =X, .sin(ot +a)
X Amplitude ou éongation maximale (e Jusall sf 4audl), son unité est e métre,

X . Elongation ou abscisse instantanée (Balll Juaall s Alaldl)), elle varie entre deux
valeursextrémes: —1< cos(ot + @) < +1= =X < X< +X | son unité et le métre.
@  Pulsation du mouvement (4 adl (&), son unité est le radian/seconde.

@ . Phaseinitiale (&8 Aadall ) A5y shll), son unité est le radian.

wt + @ : Phase instantanée (4:lalll Aadall o) LBaalll ki), son unité est le radian.

(16.4)

» La vitesse: En dérivant "équation horaire on obtient I'expression de la vitesse

dx

instantanée: V=X=—

dt
v=-X,.oSn(ot + @) (17.4)
Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes :

-1<sin(ot+ ) <+1l= - X .0 <Vv<+X, .0

» L’accélération: En dérivant I’éguation de la vitesse on obtient |I’expression de
I’ accél ération instantanée :

. _av

=X=Vv=—

dt
a=-X_o’cos(at + @) (18.4)

Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes:
+X o’ >a>-X_ o’
Nous pouvons écrire I’ expression de | accél ération sous laforme :
a=-w’X (19.4)
L’ accélération est proportionnelle a1’ éongation avec un signe opposé.
A.FIZAZI Univ-BECHAR
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Contrairement & la vitesse, I'accélération s'annule au passage du mobile par la position
d’équilibre (origine des abscisses), et prend une valeur maximale lorsque I’ éongation est
maximale. Nous avons résumé sur lafigure 4.9 les principal es caractéristiques du mouvement

rectiligne sinusoidal.

i a g
> < ¢ ¥ | >
0 X | X
X==X, x=0 X=+X,
v=0 Vi = Xpy-@ v=0
a=+X_.af a=0 a=-X, .0
Fig 4.9

» Equation différentielle du _mouvement (&s all tualish Lslaal)
L’éguation de I'accélération peut se mettre sous la forme d'une éguation
différentielle:

2

z( +w’.x=0 (20.4)
dt

a=X=-w’X= X+w’x=0

La solution mathématique de cette équation différentielle est de laforme:
x= Acosot + Bsinwt

Apres transformation trigonométrique nous pouvons écrire: x = X cos(wt + @)

X,, € @ sont les constantes différentielles qui sont déterminées gréce aux conditions
initiales sur I’éongationx, et la vitessev, ; d'ou I'on obtient un systéme de deux
éguations a deux inconnues qui nous permet de déterminer X, et ¢ .

X, = X, COS@

t=0—> _
Vo ==X,Sne

> Les diagrammes du _mouvement : La figure 4.10 représente les diagrammes du
déplacement, de la vitesse et de I'accélération du mouvement rectiligne sinusoidal

(pour simplifier nous avons choisi ¢ =0).
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X,V,a

0 T2 T 3T/ 2

Fig 4.10 : Diagramme du mouvement

Exemple 4.7 : Un vibreur sinusoidal représenté par I'équation X =4sin(0.1 +0.5)

(toutes les unités sont dans le systeme international MKS).
Trouver :

al I’amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale du mouvement,

b/ lavitesse et |” accél ération,
¢/ les conditionsinitiales,

d/ laposition, lavitesse et I’ accél ération au temps t = 5s,

e/ Dessiner les diagrammes du mouvement.

Réponse : Procédons par identification de I"équation horaire générale du mouvement
rectiligne sinusoidal et I’ équation donnée dans |’ énoncé de cet exercice.

x = 4sin(0.1t+0.5) = X sin( et + o)

al L’amplitude, la période, lafréguence et la phase initiale du mouvement.

X _=4m ;Tzzi:\Tzzoyz:ez.ss\
w
N :i: N =1.59.102Hz; | =0.5rad

b/ Calcul delavitesse et de |’ accélération :
v=X=0.4c0s(0.1t +0.5)

a=v=-0.04sin(0.1t +0.5) =-0.04x

c/ Détermination des conditionsinitiales :
t=0=x,=4sin0.5=1.92m =

Vv, =0.4c0s0.5~0.35ms™* =

d/ Désignation de la position, lavitesse et I’ accél ération autemps t =5s .

x =1.92m

v, =0.35m
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t=5s: x=4sn(0.5+05) =

v =0.4cosl =

v=0.22ms"

a=-0.04snl=

a=0.034ms?

e/ Diagramme du mouvement : Nous conseillonsal’ é&udiant detracer lui-méme ces
diagrammes et de ne pas se contenter dejeter un simple coup d’'adl sur lafigure4.11.

t(s)

X,v,a
4 ~¥=4sin(0.5t+0.5) ~
2|
| | 04sin(0.5t+0.5)
0 \ ) \t+T )
t) [t+T/2 [t+3T/
-2r / v=2¢0s(0.5t+0.5)
J
4 4 N

Fig 4.11 : Diagrammes du mouvement
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EXERCICES

**

Exercice4.8

La position d’'un maobile en fonction du temps est
indiquée sur lafigure ci-dessous. Indiquer :

1/ en quel endroit le mouvement se fait dans la
direction des X positifs ou négatifs ?

2/ & quel instant le mouvement est retardé ou
accééré?

3/ quand le corps passe par I’ origine ?

4/ quand lavitesse est nulle ?

5/ faire un graphique de la vitesse et de |’ accél ération
en fonction du temps,

6/ estimer d'aprés le graphique, la vitesse moyenne
pour lesintervalles de temps :

1s<t<18s ,1s<t<2,2s, 1s<t<3s

(m)

:8.4 (1 yadl)

i J88) e e el AV @ i) i e
O

X ool sill dgn (3 A< 5al) G0 i se ol 4 /1
SALL) o dua gl

$aikliie o de jluiie 4S jal) ¢ 5Ss Akal g 3 /2

fdual sl Jase (e anal) e 10/

fie yull a2 e [4

(oa il AV g jldl) 5 de sl iy aw o &8 /5

Uas i) de yull B8 bl a0 WU /6
tdia 3 Jeal i) Jal (g6
Is<t<2,2s, 1s<t<18s

Uk

1s<t<3s ,

Im

Exercice4.9
Un point matériel se déplace sur I’axe X'OXde

fagon qu’entre le carré v de sa vitesse et son abscisse
X, il existe la relation V2 = AX+B,od A et
B sont des constantes.

1/ Calculer I'accélération du mobile. Que peut on dire
du mouvement ?

2/ Connaissant la nature du mouvement, trouver par
une autre méthode les valeurs de A et B en fonction
des caractéristiques du mouvement.

9.4 (i)
¢ g duay X'OX saall e dale dlad Jam
ADlall ¢ X L@JLAEJVZ ey e (O
i Bs A vi=Ax+B

oo Jsii o) oSa 13le eaidl gl caal /1
¢S jal)

e s Al A8k aa ) (A ) dapla A8 ey 2
AS Al G e AV B s A

Exercice4.10
Une pierre est lancée verticalement vers le haut depuis
le toit d'un immeuble avec une vitesse de

:10.4 (i pal
29,4ms™ de yu eV ) WL 5 jlas CadE
3)@\ u.ﬁu.n 4s 2 RP C‘L""U’“%‘
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29,4ms'.0n laisse tomber une seconde pierre
4saprés avoir jeté la premiére. Démontrer que la

solaall o oA hid Al s jlas dn )
LS 5 axy danally 4s 4pll 5 laal) jelam )

premiére pierre dépassera la seconde 4S exactement el
aprés que I’on ait 1aché la seconde. g=98ms?

g=98ms?.
Exercice4.11 11.4 4 3al

Un homme au sommet d’'un immeuble lance une
boule verticdement vers le haut avec une vitesse
12ms . Laboule atteint le sol 4, 25s plus tard.

1/ Quelle est la hauteur maximale atteinte par la
boule ?

2/ Quelle et la hauteur de I’immeuble ?

3/ Avec quelle vitesse atteint-elle le sol ?

g=98ms?

38 e I Wl 5 e Ll e Jay Gl
oY s Jeas 12ms™t ey
A8d e 4,258 axy

S0 aals o3 edac¥) el Y g /1

?BJLA:J\ ‘51:— B 55/2

580 L adhan Al eyl & L /3
?u'a_)y\

g=98ms?

Exercice4.12
L’unité de longueur est le centimétre, I'unité de
temps la seconde.
Une automobile se déplace en mouvement rectiligne.
2

T
Son accélération est donnée par aZ—TX, tel

que, aladate t =1S, on ait I’abscisse X = 4CMmeet la

vitesse V = 2zcms .

1/ déterminer la nature du mouvement,
équation horaire.

2/ calculer toutes les constantes qui caractérisent le
mouvement,

3/ montrer que X peut sécrire sous la forme:

x =X, cos(at +¢).

écrire son

:12.4 (3 yadl)
AP o el Baa s ¢ iafinadl a Jshall Baa g
— kel ey i A e 5l Jon

2
T

a=-—x
4
2V=27ems t de jull 5 x = 4em Al
gie )l Laililes (ST AS jal) dapk S0a /1
A Al s A e ) JS Gl /2
S e X A oSy il g /3
X=X, cos(at +¢)

055 =15 Al b of s

Exercice4.13
Un corps est animé d'un mouvement rectiligne dont

I'accélération est donnée par a=32—-4V( avec
comme conditions initilles X=0 et Vv =4pour
t=0).

Trouver Ven fonctionde t, X enfonction det et
X enfonctionde V.

:13.4 (ypad
a=32-4V g Ll dafies A8 ay ana Joy
(t=0 dal e v=4 5 x=0 ddly Ly ,i)

VYL X st AV X ot VL Vo
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Corrigésdesexercices4.8 a4.13 134 . 4184 ;

Lail)

Exercice4.8:

1/ Tout le mouvement s effectue dans le sens positif des abscisses X, sauf pour
I"intervalle de temps 2,2s <t < 2,8s pour lequel e mouvement se fait dans le sens négatif. Le

mobile est au repos entre lesinstantst = 0,8s et t =1,8s.

2/ Le mouvement est accéléré instantanément aux instants t =1,8s et t =2.8s ; il est

retardé instantanément aux instants t =1,8s et t = 2.8s.

3/ Lemobile passe par I’ origine aux instantst =0,3s , t=2,8s , t=3,2s.

4/ Lavitesse s annule entrelesdeux instantst =0,8s et t =1,8s.
5/ La figure ci-dessous donne la représentation graphique de la vit

temps.
6/ on calcul lavitesse a partir de laformulev = i_t
1<t<18s , Vv, =0 ‘

1s<t<2,2s, Vv, E-Lz »
12
1s<t<3s, v —% 5ms™

ey

\' A=378mst VIS

v
—
—
n
~—-

= _15ms™
Exercice4.9:
1/ On dérive les deux membres de I’ équation par rapport au temps :
ZVQ— A% , 2va=Av=> a:é
dt dt 2

=
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Puisque |’accélération est constante et la trgjectoire une droite, le mouvement est
rectiligne uniformément varié.
2/ Détermination de A et B :

v=at+v, =V =a’t’ +V +2ay,t

1
V= a(at® +2yt) +V. = v = 2a(§ at® +vpt) +v; = 2ax+v; — (1)

—
X

D’ apréslesdonnées: v’ = Ax+B — (2)

Par identification des deux équations (1) et(2) on en déduit : A:% ;. B=V?

Exercice4.10:
Pour les deux pierres le mouvement est rectiligne uniformém
I’axeOZ vers le haut. On calcule la distance parcourue par la d
4secondes, soit son abscisse sur I’axeOZ :

1
Z=-208 |

D’aprés I'énoncé, on en déduit que la premiére dé
depuis son lancement. Calculons son abscisse a cet inst

:_%gt22+vot2 , ‘43 =~78,4m

L
Les deux pierres au moment de leur rencontr %vent alaméme hauteur(z =z = 22) :

On oriente
e durant les

ieme aprés 8 secondes

8 secondes apreés le lancement de la pren(ér condes apres |’ abondant de la deuxieme
en chutelibre, \)
Exercice4.11 :
1/ On choisit I'axe orienté positivement vers le haut, son origine la terrasse de
I’'immeuble.
Le mouvement de |a ball uniformément varié. La balle atteint sa hauteur maximale

arréte alors pour tomber en chute libre. :
2

,4\ ¥? -2 =-2gh=|h=2|  [h=7,35m

29
euhdel’immeubleest égale al’ abscisse de la balle au moment de sa collision
avec le sol( at=4,25s):

W’-WOI ;| |[4=37,5m
2
3/ Lavitesse delacollision delaballe avec le sol :

v=—gt+y, ; |v=-29,65ms”
Le signe—résulte de |’ orientation de I’ axe.

Exercice4.12:

1/ Remarqguons que hous avons une équation différentielle de premier ordre :
2 2

7 o T
a=—X=>X+—x=0
4 4

qui est I’ équation caractéristique du mouvement rectiligne sinusoidal.
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Sa solution est, comme nous I’ avons mentionnée dans le cours, de laforme:
X = Acoszt + Bsinzt
On en déduit I’ expression de |a vitesse en dérivant |’ éguation horaire :
V= —Azsinft + Bzcosft
2 2 2 2
D’ apres les conditionsinitiales :

t=1s , x=4cm , 4:o+Bsin%:>

t=1s , v=-2zcms® , -Zﬂ:—A%sin%:
L’ équation horaire s écrit aors YW

x:4cos£t+4sin£t:> Xx=4 cos£t+sin
2 2 2

I"amplitude et la phase initiale. Pour trouver les valeurs de ces il est nécessaire de
transformer |’ équation horaire sous laforme :

x = X, cos(at +¢)

2/ Les caractéristiques du mouvement rectiligne sinusoidal scft la
Swt&s 3

Multiplions les deux membres par Q pour O‘Q,

ENEs

Puisque : sm% = cos% V2 , Nous pouvons écrire |’ équation horaire sous la forme::
x:4i cos”” il %nz =42 cost.cos” +sinZt.sinZ
J2 2 4 2 4 2 4 2 4
Procédons a une tran n trigonométrique pour aboutir a:

cos—tcos—+sm—tsm 4\/_cos t—=—
esnZtsn? |=afzeos 1)

\ 4\/_cos( t—zj:x 4\/_cosz(t—%j—>(2)

derniq ieu on arrive a I'’expression de I'éguation horaire qui va nous permettre
d'ob constantes du mouvement. Par identification des équations (1) et (2):

X = 4\/§COS%('[ —%) = X,,.cos(wt + )

On obtient finalement :

Lapulsation: a):%rad.s*l , "'amplitude : | X, = 4./2cm ,

laphaseinitide: |p = —%rad

3/ L’ équation horaire peut s écrire a présent sous laforme:
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= 4J2.102.cos| ~ —ﬁj
X=42.10 cos(zt 2 (m)

Exercice4.13:
L’ expression donnée est une équation différentielle de premier ordre.
a=32-4vv+4v=32
4

32
Pour trouver lavaleur de la constante Aon fait appel aux conditionsinitiales :

t=0,v=4, 4= Ae+8=|A=-4
Donc la vitesse en fonction du temps est : —(2)
Pour trouver I’ éguation horaire du mouvement on doit intégrer I’ équation dela vitesse :

v et igo gx= (4“”+8)dt:>x:((x “4
dt

x=e™"+8t+B
Calculonslavaeur delaconstante B apartir des conditionsi

t=0, x=0=>0=e°+B=>
Donc x en fonctionde t est: [x=e™* +8t—1| —(2)
Pour exprimer xen fonction dev, il suffit d’ &iminer I€ temps entre les deux équations(1)
et (2): ’ Q

Sasolution est delaforme: v=Ae™ +

De(1) : v= -4e*+8=>t = -—In

Remplagons dans

(2): x=e L2 “lus
Findlement : |[x=-2In 8—%
Y

1In8 V = X= E —2In E -1
4 4 4

A

~
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C-IV IMOUVEMENT DANSLE PLAN
et e Gl S a Y

Si la trgjectoire appartient a un plan, il est possible de repérer la position d’'un mobile
soit par les coordonnées rectangulaires soit par les coordonnées polaires.

1/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEESPOLAIRES
(Aadal) cilflaayl A< jad) A y2)
» Position du mobile: Soit M un point matériel dont la trgjectoire est ourbe
plane quelconque( C).
La position du mobile en coordonnées cartésiennes, comme now dga

signal ée est définie par :

OM =F=x +Vj (21.4)
Mais en coor données polaires le vecteur position s
W F=rd (22.4)
Ou: u =i
Donc : OM =¥ = r(| cos@ +]
Remarque: et & dépendent du tem (t) et 0=g(t)

» Lavitesse:

v En coordonneescar%
=7 = +yJ (23.4)

v' En coordon "apres le figure 4.12 , nous pouvons écrire les
expressionsdesd teurs unitaires U et T, en fonction des vecteurs unitaires i et

j:

T.&s@ +j.sin@ ; U, =—i.sind+ j.cosd (24.4)

A
Leurs \%consecutlv&s sont :
u _ dé do__ déo da, _ . dé
. —i.sinf.—+jcosd.—=0,— = =0, —
dt dt dt dt dt dt
(4.25)
da, _ - o [Z d9_ de _|dd, _ ud0

.COS/{. =
at at Cdt " dt at dt

A I'aide desrelations (4.25), exprimons la vitesse en coordonnées polaires :

P +Ur$ :v—ﬁq +rd£06@ V=r.g +r.0dq, (4.26)
dt at dt dt
En conséquence, la vitesse a deux composantes, transversale V, et radialeV . Ci-dessous
figurent les deux expressions des deux composantes ainsi que le module de la vitesse en
coordonnées polaires :

—
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V=rO +rog,| Vv =rd - .
r 1= 7 T v+ (ro)’
vV, =r.04,

V=V + V,

> L’accélération :

En coordonnéesrectangulaires: a=V=TF = Xi + Vi
En coordonnées polaires: Nous dérivons la relation de la vitesse 4.26 par rapport

au temps et en utilisant I’ expression 4.25, nous obtenons laformule de |’ accél ération :

R

azg=r20 4 i.d, +r.0. ad, , r.od, +r.0d,
it t %’

a= r.(ug.%) +i.0, +r.0.(-0, %) +r.6.0, +1.0.
ot ot

En ordonnant cette expression, et en utilisant la notation de , on arrive ala
formule définitive de I’ accél ération en coordonnées polaires:
a=r.u,0+ra +r.0.(-00)+ r.@.ﬁf+ r.oa
N/
(4.27)

a=(r-r.0%).0 +(2r.0+
a

, radiale a et transversale &, .

Remarquons que I’ accélération a deux.co
(4.28)
Quant ason moduleil est égal &
a= JN;)) +(2r.0 +r.0)* (4.29)
» Casparticulier, Le'mou entzﬁculaire(fgﬁm i al dald W)
Puisquer =R=C ecteur vitesse est donc :
(4.30)

2» vV = RO,
Et I’eé@ u vecteur accélération est :
A\y a=-RO*.0, +RO.G, (4.31)
quons que cette accélération a deux composantes :
X&;xélération normale (<54 g wall) notée pard, , portée par la normale, dirigée
ersle centre, et de sens contrairea a , dleindique lavariation de la direction de

(4.32)

lavitesse.

a,=-d =R9°l, =>a =a, =R’

v' Accélération tangentielle (.leall g ill) notée par d;, portée par la tangente a la

trgectoire au point M , elleindique lavariation du module de lavitesse.
d,=a =Rl,=a,=a =R/ (4.33)

Univ-BECHAR LMDLVSM_ST
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> Autre casparticulier, le mouvement circulair e unifor me (dekiiiall 43 yilal 4S all):

Pour ce mouvement |a vitesse est constante en module. Et puisquer = R=C", la
vitesse est donc :

v=Rl =Rw (4.34)
Nous reconnaissons lavitesse angulaire @ qui représente I’ angle balayé par unité
de temps et dont |’ unité est le radian par seconde(rad.sfl) .

Quant al’ accélération elle vaut :

2
a=a =a, = R§? = Ro? =VR@ &, =—Ro?.0, 4.35)

T%T DE

2/ LESCOMPOSANTESNORMALE ET TANGENTIELLEDE LA VI
L'ACCELERATION DANSLE REPERE DE FRENET :
g

On considére maintenant un mouvement dont la trgjectoi une-courbe plane
guelconque (C) . Nous dessinons un repére compose de I’axe MT, tan a'la trajectoire au
point M et porte le vecteur vitesse, et de |’ axe MN perpendicul ai ‘axeMT

Soient Ur et un les deux vecteurs unitaires suivan N respectivement. On
remargue sur lafigure 4.13 que la vitesse s écrit alors:

V=V, (4.36)

L'accéération S'écrit: a=4a, +4a, ., /
Donc : : Uy (4.37)

A\y M4 v & T

Fig 4.13: vitesse et accélération dans le repére Frenet

2 ®
De ce qui précede, apparait :

_av
T
R

On appelle les expressions (4.36) et (4.37), respectivement les composantes de la vitesse et de
I’accélération dans le repére de Frenet, ou les composantes propres, ou encore les
composantes locales.
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Si ds est e déplacement éémentaireil est tout afait logique que le vecteur position est :

F=[b.ds (4.38)

Pour clore ce chapitre, abordons |’ exemple suivant :

Exemple 4.8: La trgjectoire plane d'un point matériel en coordonnées polaires est

donnée par I’ équation : p. COSZZ =a,ou a est une constante.

On suppose que le module v de la vitesse de ce point matériel est proportio ap .
v=Kkp, ol k est une constante positive. v

Calculer les composantes normale v, et transversale v, du vecteur

Réponse:
Onsaitque: V= pd, + ppl, =V =V, +V, \ )
Remarquer que nous avons remplacé leslettres  par par ¢ (lebut: n apprenez

pas les |ettres ).
Partant des données nous faisons les cal cul s suivant

2 _ AL
p COS (@/2) a?%

En dérivant I’ expression dep par rapport/eu ous obtenons la vitesse normale v, :
dp dp d > cos((,/)/2) Sln((p/2)
7t ' cos*(p! 2)

Quant alavitesse transversa

./=p¢

Mais ¢ resteinconnu ur ¢ faut lacaculer ce ¢ apartlrdev =V, +V
Dapr&sl&sdo@ k?.p

"cos (¢/2)
Donc:
_a%.sn®(pl2 a’ . sin®(p/2
((P )(p : .(02:>k2 ((P ) .(p
4'((p/2) cos® (¢! 2) cos* (¢! 2) cos’ (¢/2)

Dol :¢® = k?.cos?(p/2) = ¢ = k.cos(p/ 2)
En remplacant ¢ par savaleur littérale dans les deux composantes de la vitesse, on trouve ce
qui est demandé:

_ak.sin(p/2)

= = V_=v.Sn(p/2
P o (pl2) F (0!2)

v, = ak
’ cos(pl2)
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EXERCICES

** .

O a

Exercice4.14
Une particule se déplace dans un plan XY selon la

loi : v, =4t° +4t et v, = 4t.
Si le mobile se trouvait au point (1, 2) a I’instant

t=0 , trouver I'éguation de la trajectoire en
coordonnées cartésiennes.

:14.4 (3 yadl)
oslal @y XY sl (4 das JEm
G et a1y Ly =4t 5 v =4+ 4
Sbad) Alee aag (t=0 Aall & (1,2)dka

HAg S cldlayL

Exercice 4.15
Une particule se déplace dans un plan XY selon la

loi: @, =—4sintet a, =3cost .

Sachant quepour t =0 onait X=0 ¢y =-3 «
v, =4 5V, =0« trouver:

1/ I’ équation de la trajectoire, quelle est son allure ?

T
2/ lavaleur delavitesseal’instant t = ZS.

:15.4 (y sall)
O @By XY (gl b e JiS
dal 0 4 We .a =3cost 5 a =-4sint
svy:O sV, =4 «y=-3 «x=0 bl t=0
'J;Ji

€4S Lo ¢ bl Aales /1

: :%s aall b de yull 40 /2

Exercice 4.16
Soit le mouvement défini par sa trgjectoire

y= 3(X+ 2) et son équation horaire S(t) = 2t%.
Sachant que X =-2 et Yy=0 quand S(0) =0 et
que S croit avec lacroissancede Yy .

1/ trouver les équations paramétriques X(t) et

y (t) du mouvement,

2/ déterminer |’ accélération normale et |’ accél ération
tangentielle du mouvement.

:16.4 (' )

5 Y=3(X+2) Llue dad Al gl

5 Xx=-2 ¢ We. s(t)=2t% dnei) Lelileay

'Y NPy S OiuS‘S(O):O Wy=0
y(t) 5 x(t) ofbsd odldad s /1

‘K_)J

Exercice4.17

On donne les équations paramétriques de la
trgjectoire plane d'un point mobile par rapport a un
référentiel 1 X = 2t et y = 4t* — 4t

1/ Déterminer |'équation de la trajectoire, Quelle est
son alure ?

2/Calculer la vitesse du mobile,

3/Montrer que son accélération est constante,

4/Déterminer les composantes normae et
tangentielle de I'accélération dans un repére de Frenet.

5/En déduire le rayon de courbure.

:17.4 ( pald)

aial (g sl laall Glisdassll Glilabad) Jass
LY S AT At s X = 2t e el Al

£alCs Lo ¢ jlunall Alslaa 33a /1

(el il Aoy a2

i ac i o) a0 /3

e g bl ulad) 5 duallill i ) S /4
oy

celiadY) Hhad Cacas i /5

Exercice 4.18
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

XOy d'origine O et de base (T, I ). Les coordonnées
X et Yy dunpoint M mobile dans e pIan(O,T, T)
varient avec le temps suivant laloi:

:18.4 (3 yadl)
XOy (silaie 5 Mlaie alaa ) (5 siuall

ys X Jaslayl s (T,]) el 5 O ol
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t .t
X=2C0S—ety=2Sin—.
2 2

1/ Déterminer la nature de la trajectoire,

2/ Déterminer |es composantes du vecteur vitesseV
ds
3/ Déterminer |'expression de la vitessea, ainsi

que celle de I'abscisse curviligne S du point M a
linstant t, en prenant comme condition
initiAles=0quand t =0,

4/ déterminer les composantes normae et
tangentielle de |'accél ération dans un repére de Frenet,

5/ en déduire le rayon de courbure de la trgjectoire.

6/ La trgjectoire reste la méme, mais maintenant le

pointt M subit une accéération angulaire
d?e
dt?

atteindrart-il une vitesse de 10ms™, sachant quiil est
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?

=6=0,2t. A quele dae le point M

ool o (O,) el 38 pa%e M il
.t t .
.yZZSHEJXZZCOSEIO}:’N\%
Dboall dapha das /]
¢V Ac pull glad S je20a 2

SZ\,G\A;‘;I\BJQ:;\SSJEZ\;)&J\SJQ;M;B
dt

Sy byal sl of dlall 4 M Ak Ay

ct=0W s=0
eﬂué&)hﬁﬂwu\J@M\oﬁgSﬂ\dh/4

-

iy B
sliaay) Hhd Caal mitin) /5
g ok M adaiil) il cpa Al e 3L ) /6

2
@ L0l Ga cillil Ll Lo ¢ 10ms™ de w
Plgialad il dilisal)

Exercice4.19

Une particule soumise a des champs électriques et

magnétiques complexes est en mouvement dans un

référentiel galiléen. Les équations horaires sont, en
t

coordonnées polaires:r =r,e® e 6 =%, ot

b sont des constantes positives.
1/ Calculer le vecteur vitesse de la particule,

2/ Montrer que |’angle (V,Ug)est constant. Que

vaut cet angle ?
3/ Calculer le vecteur accélération de la particule,

4/ Montrer que I'angle (é, UN)est constant. Que

vaut cet angle ? (On se servira de la question2),
5/ Calculer le rayon de courbure de latrgjectoire.

:19.4 (p sall)
i fpeuleline 3 Rl oS il s Ten it
Apdadl) ldlaaYl Gl glilbeall | e as je

t ‘5
Ose BB b 5 s0=6; r=re’ la

A8 pallde jull plad caual /1
A (V,0,) Ll of on /2
AS allp Hlll gl caual /3
o gild oS AUE (8,0) N ol ok /4

(20 3l i) B 131

Tyl 3 028 (5 slusi oS

><V

Exercice 4.20
Un bras OA tournant avec une vitesse @ autour

:20.4 (y sall)

U des @ Al g ) de e OA Hs
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dunaxe O, est articulé en A avec unetige AB .
Latige AB est solidaire d’un curseur B pouvant
coulisser le long de 'axe OX. le bras et la tige
peuvent se croiser lorsgue la tige passe par derriére

I'articulation enO. Sachant que AB=L
e OA=R:

1/ trouver I'équation horaire du mouvement de B,
sachant que B passeen A autempst =0,

2/ aquel instants la vitesse s annule-t-elle ?

-AB b e A dic Jiade ddan) g @l jie 5O
A6 Yy Al e B odie Jatds AB cuwill
OA Guueaill (Ko . OX saall Jsh e 3Y 30
Juaidl Gl 48 3 8 g 4 LLEy o) AB
:0OA=R s AB=LK13.0

e A Gl lle B AS al dg 3l ddaleall aadf /1
st:Ow}\mA)‘;J

fde pull a2ess cillaal gl 3 /2

o
S

Exercice4.21

Dans le plan (XOY) d’un repére (O,T, I,R) , un
point P se déplace sur un cercle de rayon R et de
centre | (R, 0, 0) .

A l'ingtantt =0 , P se trouve en A(ZR,0,0) et
possede la vitesse positive V, (O, VO,O) )

Ondésignepar et lescoordonnées polairesde P .

1/ Former I’ équation polaire du cercle, en déduire son
équation cartésienne.

2/ Représenter sur la figure la base polaire (Ur ,Ug)
de P . Calculer en fonction de & et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes
polaires des vecteurs vitesse V- et d de P dansle

repére(O, d,,d,, R) )

3/ Soit S I'abscisse curviligne de P (I’ origine est en
A).

« Donner I’ expression de Sen fonctionde & .

* Représenter sur la figure la base intrinseque

(6, Gy) de P.
e Caculer en fonction de @ et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes de
V,et a dans cette base.

« Calculer les composantes polairesde Uy et de Uy .
Retrouver dans ces conditions les composantes
polairesde Vet a.

4/ On désigne par @ la vitesse angulaire de P, dont
on suppose dans tout ce qui suit qu’ elle est constante.

:21.4 (y pail)

Sl i ‘(O,T,T,R) dedl (XOY) sine b
1 (R0,0) LS 3 5 R ki Cauais s e P

5 A(2R0,0) & P aagict=0 akall &
Yy (0,V5,0) A sall de sl (oS

05 — P Akl clilay) ) e

Leilalae it 3l dpladl) dAaleddl S /1
SIS

. P (0,0, ) Akl s20lal) (S5 e S [2
Gaoll dpdlly Aiid) l@liide 5 6 ANVY
G P 8 gl 5 Ve pull elad i
. (O,Ur,ug,li') R

(A bind) P s dpsid) dlalil o /3

@ ANy S35 e e

P (0 0y) 293 sacld) JSa) e B

creoll Al i) Lileidia 5 @ ANVY Cusale
el 13 38 5V, i)

Oy s Op O] 58 5al) ol @

Crftaadadl (45 sall Jag 3l 028 (8 pax (e 2n g @
ca 5V,

s P A4y Al @ o xx /4
A iy L JS 8 Lyt

eza‘él)\_}cctzﬂ‘ﬂdglac‘\O

5 Akl il 48 5 VO jle i e
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« Donner en fonction det, les expressions de € puis .Caby 58 3ac @
de

» En déduire les expressions de V et den fonction
de tde V,et @ danslesbases polaire et de Frenet.
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Corrigésdesexercices4.14a21.4 21.4 . 14.4 ‘s o sl

Exercice4.14 :
En intégrant nous obtenons les deux équations horaires :

v, =40+ 4, x=[(4° +at)dt = x =t +2° +C,

v, =4t ,y=j4t.dt:>)t2t2 +C,

y

Les conditions initiales nous permettent de déterminer les deux constantes d’ n
CetC, :
t=0,x=1,y=2= C,=1,C =2 ‘&

On obtient : Xx=t'+2t* +1, y=2t>+2 ( . ’
D’ou I’ équation de latrajectoire : V '

x=(t2+1)" | y=2(t2 +1)

mouvement :

Exercice4.15:
1/ En intégrant deux fois de K;thenons les deux équations horaires du

=-4sint = st+v,, , Xx=4sint+v, t+C,
= —;(|t+vOy , y=3sint+y, t+C,

Les conditionsinitiales nous p tent d’ obtenir les constantes d’intégration : v, ¢« V,, ¢« C

et C,
t:OA\
v, =4cost , v, =3sint

Yy' X =4sint , y=-3cost
L’ équation de latrajectoire est donc :

X =4s8nt, y=-3cost = |—+-—=

X

-3, v=4 ,v=0 =v,=0,v,=0,C=0,C =0

Nous ob

Latrgectoire est une ellipse.

2/ Lavitesse au temps t :%s est:
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V= VSV :>v:\/16sin2%+90032% = |v=353ms™

Exercice4.16:
L’ équation horaire en coordonnées curviligne est s(t) = 2t*. Nous avons vu dans le

: ds : ds : .
cours que la vitesse estv = T Calculons cette vitesse: v = P =4t . Ceci nous informe que

les équations horaires x et y sont du second degré par rapport au temps. Partant de cela

NOUS PouUvVoNS écrire :
X=at? + ft+x, =V, =2at +
IR g +(4yz+§¢§)

y=yto+ot+y, =>v, =2pt+5

Organisons cette derniere éguation sous laforme : "('\‘y
V2:(4a2+47/2)t2+(4a,b’+4y§)t+,b’2+‘2 )7
) N

Nous avons trouvé précédemment v = 4t>

Par identification des deux éguations précédentes, n
équations atrois inconnues : P 4
JPANE

(42 +4 )
(aﬂu;aq}wz)
P 4\ 3)

De (3) onen déduitﬁ—é—o conditionsinitial%on tire x, =2 et y, =0.
Les deux équations horair :
Y=t - (4)

Reste a déterminer
Nous rempl a;,o dans |’ éguation de Iatraj ectoire pour obtenir :

(x+2)= at —2+2):y 3at? — (5)
On égalise equatlons pour déduirelavaleur de y :

. y—3at =’ =y =3
Del’ n (1) on obtient : 4a® +4y* =4. Donc:
4o +4y* = 5 5

Puisque I’ abscisse curviligne s croit avec y, nous N’ acceptons que les racines positives, et par
substitution dans I’ équation(4) on obtient:

:\Etz—z : y=3\Et2
5 5
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Exercice4.17 :
1/ Equation de la trgjectoire: On élimine le temps entre les équations horaires pour

obteniry = f (x) : t:%x: y = X’ — 2x|. Latragjectoire est une parabole.

2/ Lavitesse du mobile : On dérive le vecteur position par rapport au temps:

v, =2
Vz =8t—4‘2>v: V2 V2 = |v=(8t-4)" +4 (ms’l)
3/ Accélération du mobile: En dérivant le vecteur vitesse par rapport au temp arrive
a:
dv
a =—*=0 YY
d —|a=8ms? =C"| ,(&
ay = d_y =8 0(
t b 4
)
4/ L’ accélération tangentielle est la dérivée du modul a vvse par rapport au temps,
donc:

ms‘z)
5/ Le rayon de courbur (\)
Ve VA B 16
p = r=—=>=i|r= - (m)
\» r &y [(8t—4) +4}
@
Exer A8:

1/ En diminant le temps entre les équations paramétriques, et cela en les élevant au carré
d’abord puis en les additionnant membre a membre, on obtient I'équation de la
trajectoire|x* + y* = 4{. La tragjectoire tracée par le mobile est un cercle de centreO et de

rayonR=2.
2/ Les deux composantes du vecteur accél ération et le module du vecteur vitesse sont:
v, =—sinl .V, =cosl C VP EVi+ Ve Vvisl, v=§:]ms'l
2 2 dt
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ds
3/ L’intégration du vecteur vitesse v = e , conduit &’ équation horaire du mouvement en

coordonnées curvilignes: s= j vdt=>v=t+C
Et puisqueautempst =0, s=0, donc C =0et |’équation horaire est .

4/ On dérive lavitesse par rapport au temps pour aboutir al’ accélération :

1 t 1.t 2_ 2 2 2
=--cos— ; a, =-—sin— ; |a’=a’+a’ =0,25ms
& =508 & =758 edile

Dans labase de Frenet :

aT—y—O , aN:\/az—aTZ:>aN:O,5mS_2 %’

2
5/ Lerayond courbure est: R=—~— =

N

6/ L’ accélération angulaire est logiquement la dérivée de la vitesse a|re par rapport

au temps: e—d——02t
dt

Lavitesse angulaireest donc: o = J'O,Zt.dt > o=

Et puisquat=0, s=0, alorsC =0et Iaviteﬂseangulaiy o= O,JI2 .
Nous pouvons & présent déduire la vitesse instantanée: v = wR = 0,1Rt> = |v = 0, 2t*
Lavitesse atteint lavaleur 10ms? al’ msj,qﬂ ) 7 1s
En intégrant la vitesse angulalre no bten angle balaye et de laon calcule la distance
parcourue : G:O—élts , s:Re- s 23 9m
Exercice4.19:
1/ Partant des différ pressions connues, on peut calculer le vecteur accél ération du

mobile:

9:% 0, =604, ; U,=-04

pot t ro L
V=—"Lebl +2ebq, ; V:E‘)eb(qﬂjg)

2/ Pour calculer I'angle (V, 0, ) = « on fait appel aux propriétés du produit scalaire::
v,
V.,

v.l, =V.U,.Co0sa = Cosa =

Onremplace V et v par leur expressions respectives :
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t
r _
Oab(_i +d. )i
*"9 Be (_ur+ 0 )ua
cosq =—* = 1 — o
vu, fy = cosa =—=1=|(V,0,) =a =0| ; V//{,
—e .u, u,
b
g.d,=0 ; 4,0,=1, u,=

Cereésultat indique que V et U, sont colinéaires.
3/ Pour calculer le vecteur accéération, on dérive le vecteur vitesse par rapport au temps
(C'est ce qui aété démontrée dansle cours) :

t t
a=(r-ré?)g, +(2r6+rd)g, = a:[%e : —%e b]a, +[—2—°e b

ad, =au,.cosS = cos = )
Onremplace & et a par leurs expressions respectives po; era
t
r —_
. —2°e‘.ﬁA . G
cosp=on=_ Db t =N (1)
au, r SN
N
Nous avons vu ala question(2) que \N} nt la méme direction, soit(V = V.0, ) ; de méme
V =V, , donc U, et U, sont paralleles, ce qui nous permet d’ écrire: U, = u,.U; .
Gy,
Remplagons maintenant u%} Yoty ur
Et pws;queuT Uy ,B:%rad = a .l

Exercic
1/ Nous ant sur la figure ci-dessous que |’'abscisse instantanée du pointM est
I'éq oraire demandée, dlle est égale a:
AB’ =(0B-OA)
AB? = OB? + OA” — 2.0A0B.coswt

L2 =x*+ R? - 2Rxcoswt < L? = x* + R? (sin2 wt + cos? a)t) — 2Rxcosmt

L*=(x- Rcoswt)2 +R?sin® ot = | x = Rcosmt +(L2 —-R%sin? a)t)l/2

Nous pouvons nous assurer que X = R+ L quand ot =0
2/ Instants oul la vitesse S annule.
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Cherchons d’ abord |’ expression de lavitesse :
Rsin® wt
2 5 .. 2 1/2
2(1? - R sin” ot)

V:%:—Ra) Ssinwt +
dt

Lavitesse s annule donc aux instants :

&

s 2
=—Rw| sinwt + Rsin” ot =7’
2(L2—stina)t ) N
-2
sinwt + Rsin” ot 73 =0> w. Qt:kz
2(|_2—R2sin2a>t) )

Q’
Exercice4.21 :
1/ En regardant lafigure on voit b@QOP Ol = R*=R? +r2? - 2Rr.cosd

P U
r R~ Uy S
AN
» 2l \¢ = 20 .
0 | X A X

™~

Donc |’ équation polaire du cercleest : r? = 2Rr.cosf =

L’ équation cartésienne du cercle est :
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r = 2Rcosé
r2 - X2 + y2

cosf = X = X +y?*-2Rx=0

S +y? =2rX
y R

2/ La base polaire du point P est représentée sur la figure. Pour calculer les composantes
polaires de la vitesse et de I'accélération nous partons de I'expression du vecteur
position : 1 =OP=rd .

La premiere dérivée par rapport au temps nous donne I’ expression du eur vitesse,
soit :

V= d—r:r'.ur+re'ug Yy
r = 2Rcosé =V = -2RA.sinA.0, + 2RA.cosh.i,
F =-2ROsing

V = 2RO (-sind.0, + cos.4, )| — (1)

L a dérivée seconde par rapport au temps nous wnd@ expression du vecteur accél ération :
_ v 2
—E—(r -r0 ) -, +(2r9+r¢9)

r = 2Rcosé ¥>Q
f = —2ROsind

= —2R(ésin9 +6? cosd

b}

2072 .cosé? +6.5in6)u, +2R(d.cos- 267 sing)d, | - (2)

3/
» Expression de s enfonction de &
Nous rap S ici une propriété géométrique du cercle: Dans un cercle, les angles
qui ceptent le méme arc de cercle, celui dont le sommet est au centre du cercle
aut le double de I’angle ayant son sommet sur la circonférence de ce méme cercle.
%figure ci-dessous. Donc :
[« =20] |s= AP =Ra =2R0

- Labaselocde (G, 0y ) de P est représentée sur lafigure.

»  Lescomposantes du vecteur vitesse sont : |V = v.i, = 2RO.0; | — (3)

*  Pour levecteur accél ération :
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a=a, +4
2

&, :VEUN = 4R6%, | = |a = 4R6% U, +2R4T, | > (4)
dv %f—"aN T

a =—u. =2Rdd

& = Ur =2R00,

Pour retrouver les expressions de la vitesse et de I’ accélération dans la base polaire il suffit
d exprimer les vecteurs unitaires de la base locale en coordonnées polaires:

Delafigure on en déduit :
U, =—cosé.d, —sind.d,
U, =—-sind.0, +cosé.d,

En remplagant dans les équations (3) et (4) nous obtenons les équatig@@ ) obtenues

Y
— —————— — ) 4
V = Vi, = 2R0.(-sind.d, + cose.ufzt
| )

<
Organisons cette derniere équation: y
a=-2R(20°.cos0 +fsin0) 4, +2R(f.cos0 ~26°sin0) 4, | = (2)
[
4/ A présent lavitesse angulaire est constante. \

* L’angle @ baayé par le point P &la?@s a=20=ot= 0:%

e L’expressionde est:

précédemment :

* Expressions de la vit del’ accélération : On sait depuis le début que|d = —|.

Nous rem o% les expressions (1),(2),(3) et (4), 0 et & par leurs valeurs
respecti
e&‘ données polaires : on remplace dans (1) et (2) :

_ .ot ot
V =Rw| -sin— ., +cos— .0,
2 2

@
a= (—ZRa)Z.cos%tjﬂ, —(sz.gn%tjaa

> En coordonnées propres (Frenet): On remplace dans(3) et (4) :

d=Ro’.0,| |V =R,
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D-IV/I MOUVEMENT DANSL’ESPACE

Pour étudier le mouvement d'un point matériel dans |’ espace, et qui est caractérisé par
trois dimensions, on fait appel, en général, aux coordonnées cylindriques et aux coordonnées

sphériques.
1/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEESCYLINDRIQUES .~

() sl oYl “Syadhd )
+* Position du mobile: (figure 4.14) \ .
A \("7’
AN
74 ‘ La position du mobileMes inéiqa‘e@a? sa
< Lignedela  coordonnée algébrique zeses ordonnées

N
N
<l

4
Y ‘ O
Ligne de la } l_j N Ligne dela ,
coordonnée I P \ coordonnée P
O | > @
- |
- m Y : I
X/ @ P es relations entre les vecteurs de la base (U,,U,,U;,)

L
. . et abase (i,] k) sont:
Fig 4.14 : Base des coordonnée
cylindriques 0 = T +9q T
ylindriq \ U, =Ccosp.l +sing.]

U, =-singi +cosp.j| (4.39)

/\ / 0, =k
L e vecteur posi on%onc:
As\) OM =Om+mM = pu, + U, (4.40)

OM =7 .p.cosp + J.p.sing +K.z (4.41)

@
L’ éudiant peut remarquer I’ éguivalence entre cette derniere expression et la relation

dgavue (6.3).
= | edéplacement é émentaire est donné par I’ expression :

ds?> =dp? + p*de? + dz° (4.42)

¢ Vitesse du mobile:
Il suffit de dériver le vecteur position, exprimé en coordonnées cylindriques, par

rapport au temps, pour tomber sur |e vecteur vitesse. Remarquons que le rayon polaire p
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est une fonction du temps. Le vecteur unitaire qu est lui auss variable avec le temps.

Seul U, = K est constant.

F=pd +20, = vep=d =g dp, W, 02
e dt 7 dt dt ot
_ _ _ da B dU(p
En se rappelant de la relation (4.25) relative aux dérivées de F et E nous
pouvons écrire : <N
V=50, + ppd, + 24, \“@73)
\
A 4
Remarquons que la vitesse a trois composantes: radiale(V, ) We (\7(/,) et
azimutale(V, ). N
Le module de la vitesse en coordonnées cylindriques est don ﬁ‘ ion :

v=\p? + (p9)’ %ﬁ{) (4.44)
% Accdération du mobile: P 4

En continuant |’ opération de déri\h@r rapport au temps nous arrivons a

I"expression de |” accél ération du mobile: )
__av Q , - dd,
= pU, +pol,+pp.— =+ 20,

a=—-=pd , TP :
dt dt dt
En utilisant lanotation de N , € en serappelant de larelation (4.25), nous

obtenons I’ expression fi I’ acc?rati on exprimée en coordonnées cylindriques :

p9°) 0, +(pf+2.p9) U, + 24, (4.45)

Laﬂé(n%* on peut étre écrite sous laforme::
a=(p-pp*)d +19( 2p) 0, + 20 4.46
R =(p—po)l, pdtp-(ﬂ(p 4, (4.46)

Si z=0et p=R=C", réapparéit alorslarelation (31.4) de I’ accéération du mouvement
circulaire uniforme.

Remarquons gue |’ accél ération, comme la vitesse, a trois composantes : radiale (a) :

transversale (aq,) et azimutale(éz).
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2/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES SPHERIQUES
(A S ldlaaYly &S sl Al )

+* Position du mobile: (Figure 4.15)
Dans ce systeme la position du mobile est définie par larelation :

r(t)
OM | 6(t) |OM =F=rd
o(t)
Rappelons les deux relations 4.17 et 4.18 entre les vecteurs delabase( s H,Téintceux

delabase(i ,j,k) ; \\\;’

—

U =sing.cosei +sind.sing.] + cosd

u¢ = —Slngp.l + COS(p.j
U, = cosf.cosg.i +cosd.sing

(4.47)

r

Ligne de la
coordonnee @

u
C 1 \\ 9 N
Lo ¢
\ Y
\\
X \
\ Ligne de la
| coordonnée @
Fig 4.15: Base des coordonnées
sphériques

\

. éphfement élémentaire est donné par larelation :

L ]
Yv ds? = dr? + (r in@0.de)? + (rdo)? (4.48)

A L’éudiant ne doit pas apprendre les lettres mais leurs sens. Remarquez
quep =(OX,0m) etd =(0Z,0M) , mais vous pouvez trouver I'inverse

decda dansd’autresréférences.

% Vitesse du mobile:
Dérivons le vecteur position en coordonnees spherlques par rapport au temps :

_r_rUr +rU
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Dérivons le vecteur U , puis organisons la nouvelle expression pour obtenir ala
fin:

0, =6|i.cosfcosy + jcosfsing —ksing |+ ¢sing| —i.sing + j cosg

Uy d,,

Cesgt-a-dire: U, =60.0, + @SN,
o Y
¥

Par remplacement on obtient |’expression finae de la vitesse en o

sphériques : \ Yy
U=rd, +rod, + (rsin@)(b.ﬂ(p«’}\\,g

Les trois composantes sphériques du vecteur vitesse apparaissent clairem ‘&r
A

dr de . do
V=V +V,+V =>Vv=—10 + sing—-1u
r 4 ® dt r @ dt 4 (449)
La base orthogonale directe est constltu rs (U, ,U,,0,) qui dépendent de la
position du mobile, donc du temp inie par les équations horairesr (t), 6(t)
eto(t), qui nous permettent d aux valeurs algébriquesv , V, et V, des

composantes sphériques d eur wt%se et deld, la détermination du vecteur wt%se

En déri t r vitesse par rapport au temps, on arrive a |I’expression du

vecteur accé it:
\ é:ﬂ——[ru +(rsing)6.d, +r¢d, |
dt
) a=38 +8,+d, < a=,ja} +a%, +a’,

Nous donnons ci aprées I’expression finale du vecteur accéération, I’ étudiant doit étre en
mesure de S assurer du résultat :

a=(f-ro°—rgp°.sin’6)a +
(r.6 +2r.6 —r.g*.sinb.cosh).d, + (4.50)
(r@.sind +2r.p.sinf + 2r.¢.0.cosd)u,,
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La auss, connaissant les équations horairesr (t), 6(t) et ¢(t) on arive aux
expressions algébriquesa , a, et a, des composantes du vecteur accélération et par
conséquent ala détermination du vecteur a .

Exemple4.9:
Le mouvement d’un point matériel M est défini en coordonnées cylindriques par

les composantes du vecteur positionm et pa Il'angle polared tels
que OM =au , T bt k X O=ct?; sachant qued, b, C sont des constantes positives.
1/ Calculer lavitesse et I’ accél ération en fonction du temps. S

A Y
2/ Calculer le rayon de courbure aprés un tour complet autour de I’ a&()f\, n
\
\(“‘Y
)

A

Réponse:

1/ Pour obtenir e vecteur vitesse on dérive le vecteur accél érati )
dOM d . y
=== =v=—1at, +bik) AC

at dt
dd vV =adu, +bk

actti, + bk

V=a—2 +bk =
dt

Le module du vecteur vitesse:

En dérivant le vecteur vitesse on tgt |e vecteur accél ération :

y v —( Nk’yé y= 2ac%(t.u9) =y= 2ac[t.% + Ug.l}

dt

d
dt
y=2 —% Uy |= 7 = 2ac| —t.2ctl, +4, | = |y = 2ac[—20t2ﬂp + Ug]
Son module&
Yy

Calcul du rayon de courbure.
alculons d'abord la durée nécessaire pour que le mobile effectue un tour

6?=27z=ct2:>t=\/§= /2—”
C C

Remplacant ensuite le temps par son expression que nous venons de trouver dans
I’ expression de I accél ération normale et enfin, calculons e rayon de courbure :

Nous laissons a I'éudiant le soin de réaliser ce calcul de longue haleine pour
aboutir alafin au résultat suivant :

y = 2ac\4ctt +1

complet:
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\
R=——  n=\r"-m;

N
7 _av_ 4a’c’t ¢77_ﬂ||||| 7y = 2ac Vi6a’c +b”
T d [422c22 + b2 dt N [22c%2 + b2

R, - Y (4a202'[2 +b2)%
)y T -

v 2ac(16a%ct] + 4c?bt’ +bz)%
() s
éo
\\
&
«\} /
Nag
V
Yyo
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EXERCICES | S
Exercice4.22 o , _ :22.4 (i padl)
On donne les faquanmls guﬁmouvement d un point A M al ALi Sl s e
M dans un repére (O,I,j,k) : :(O,T, I,IZ)

x=1bt2, y=ct , 2=3pr?
2 2

Ou b, € sont des constantes positives.

1/ Trouver la vitesse et |"accélération ainsi que leurs
modules.

2/ Quelle est I’ égquation de la trajectoire du point m
qui représente la projection verticale du point mobile
M surleplan XOY .

x:lbtz, y=ct , Z:§bt2
2 2

agilishg g bl 5 de jull aa gl /1
Ll Jic Al m sl b)) dsbee & W /2

Exercice 4.23
Soit latrajectoire définie par :

I =1.3cos2t + ].3sin2t +k.(8t - 4)

1/ Trouver le vecteur unitaire T tangent a la
trgjectoire.
2/ S est le vecteur position d'un point se

déplacant sur C autemps t , vérifier que dans ce cas

:23.4 ()
iy el C a4
r =i.3cos2t+].3sin2t +k.(8t - 4)
el el T saal 4l glad and /1
Al oda B of @3 ¢ todkall 4 Clud)

V=vT. V=vT
Exercice4.24 :24.4 (3 yadl)

Un point M décrit une hélice circulaire d'axe
oz .

Ses équations horaires sont :

x=Rcosf ; y=Rsingd , z=ho

R est le rayon du cylindre de révolution sur lequel
est tracé I’ hélice, hest une constante et @ I’angle que
fait avec OX la projection OM' de OM
sur XOY .

1/ Donner en coordonnées cylindriques les
expressions de la vitesse et de I’ accél ération.

2/ Montrer que le vecteur vitesse fait avec le plan
XOY un angle constant.

3/ Montrer que le mouvement de rotation est
uniforme, que le vecteur accélération passe par I'axe
du cylindre et est paralléle au plan XOY . Calculer le
rayon de courbure.

«OZ saall Jsa o L sla ) jlue Al aus 3
1 Aia )l AV alas
x=Rcosd ; y=Rsingd , z=ho

and ) o) sall Al gla) Skl Caas Jie R
leriay A B3l 0 5 @b h (oyslall lele
.XOY e OM 1 OM' Liwe OX

de yull Sobe Al gl cldlayL  Le) /1
.g il

e Al L) miar Aol glad of G [2
. XOY G sl

glad of 5 daliine Al AN o G /3
s simall (5350 5 U bl Hsaa e D gLl

Exercice 4.25
Un mobile se déplace dans |’ espace suivant laloi :

x=Rcosot ; y=Rsinwt , z=at
Ol o, o, R sont desconstantes positives.
1/ soit mlaprojectiondeM dansle plan XOY :

:25.4 ()

108l Bi g elinmdll 8 ol jana Jaiy
x=Rcosot ; y=Rsinwt , z=at

Adawadd a, o, Ras
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al Quelle est la nature de la trgjectoire de m dans
leplan XOY ?

b/ Quelle est la nature du mouvement de m
suivant I'axe OZ ?

¢/ En déduire la nature de la trgjectoire du
mobileM .
2/ dans le systéme des coordonnés cylindriques :

al écrire I’ expression du vecteur position OM et
représenter la base (Up,Uw,Uz)en un point M de
I’ espace.

b/ trouver la vitesse et |’ accélération de M , ainsi
que leurs modules. Déterminer leurs directions puis

les représenter en un point de I’ espace.
d/ en déduire le rayon de courbure.

i XOY Gsindl 3 M Line m oS3/1
EXOY &M s sala))
$OZ jsaall 35 M A8 agp 5 ke[
140 sl Clflaay) dles 4 /2
s2clil o 5 OM  gmsall §ladi 5 e il /)
sladll o M akis xe (0,,0,,0,)
Aaggilish 5 M g bl 5 de 2l [
celiaill (ya ikl die Laghia i Lagiiga 23a
celiat¥) Hlad Caial i) [

Exercice 4.26
1/ A partir des expressions des vecteurs unitaires de

la base(l]r ,U(p , Ua) en coordonnées cartésienne,
S assurer des expressions suivantes :
U, =-0.0, +¢.coso.,
U, = 0.0, +¢.sino.d,
U, = —¢(sin@d, +coso.d,)
2/ Montrer que
(,.0,.0,) secit:

I’accélération dans la base

a=(r-ré®-rg’sin*)u, +
+(ré+2r’9—r(pzsin0.cose)ug +

+(rgbsin9+ 2rp.siné + 2r9gbcos€) a,

:26.4 ()
(ur ,G(/,,Ug) saclall 5aal g Andl <l e pe B /1
AN Bl e K ¢ A i KD clilaayl
U, = -0, +¢.cos0.0,
U, = 0., +¢.sn6d,
U, =—¢(sin0., +coso.d,)
1 (00,0, ) sl g ) of ooy 2
a:(r'—réz—r(pzsin2 0)11 +
+(ré+2r’9—r(pzsin0.cose)ug +

+(rgbsin9+ 2rp.siné + 2r9gbcos€) a,

Exercice 4.27
Dans le systtme des coordonnées sphériques

(Ur ,U(/,,Ug) , un point M se déplace sur la surface

d'une sphére de rayonR. Ses deux coordonnées
sphériques sont:

0=(ﬁ,O—M) =%rad , (p=a)t2,

Avec @ constante positive.
1/ Partant de I'expression du vecteur position en
coordonnées sphériques :

al trouver la vitesse et |’accél ération de ce mobile

danslabase(Ur,Uw,U(,),

b/ caculer les modules de la vitesse et de
I’ accél ération,

¢/ en déduire |’ accélération normale.
2/ Partant cette fois de I'expression du vecteur
position en coordonnées cartésiennes :

al trouver la vitesse et |'accélération dans la

:27.4 [y yadl
(6,.0,,0,) %80 cliay) ia 8

Ll caal 5 S mbha Je M ank i o jam
tlaa ol S Laliflas) LR

‘92(&,W):£rad , (p:a)t2
6

v e Gl @ pe
iyl B cmsd plad sole o WU /1
RPN

G oakall eagd e Ll 5 ey s )
‘(ar,qp,ag)mm\

‘t‘)b.nﬂ\ _93.:;_),\.«5\ &JL u.u;\ /u

c el g Ll mit [
‘.%A @AJA\ tl&ﬁ: 3ol (e Bl oda a3 /2
140 )l clilaay)

e (T,T,R) sacldl g )l 5 de sl aad /)
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base(r, T, R) puis calculer de nouveau leurs modules
et vérifier qu'ils coincident avec les résultats de la
guestion 1/b,
3/ a Quelle est la trajectoire du pointM ? la
représenter qualitativement,

b/ Quelle est la nature du mouvement du
pointM ?

i e Loghihi (o 2B 5 Logiiligh aaa (e ol
e/l Jsad)
A ) Jie § M Akl e g L/l /3

CM Al 48 Ayl Lo /s
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| Corrigésdesexercices 4.22 3 4.27 27.4 N 224 o g s Sl |

Exercice4.22 :
1/ Le vecteur vitesse :

. . .. T - 3 g
Ecrivons I’ expression du vecteur position : | ==bt*i + ct.] +§bt2.k

N

Pour obtenir le vecteur vitesse on doit dériver le vecteur position par rapport au
temps:

X=v, =bt, y=v,=c, z=v, =3pt
e
V=bti +c.j+3ptk| ; 10(bt) '
Dérivons le vecteur vitesse pour obtenir le vecteur accélération :

X=a,=b, y=a,=0, 2=a,=3p

a=bi +3bk| ; |a=2b (*“

2/ Equation de la trajectoire du pointm : éliminons le t entre;l&s deux équations

horaires x(t)ety(t) :

X = Ve bt? t—é
2 b
o
Exercice4.23 :
1/ Le vecteur tangentiel alatrajectoir eur vitesse V = @ :
En coordonnées cartese& vecteur vitesse est donc:
v :ﬂz—l 6sin2t + j.6cos
dt
Son module est egal arv v 10ms™
Le vecteur unitaire Iatraject0| reC est porté par le vecteur v :

X:——sm2t| +30052t]+4k
v 5 5

r position du pointM au temps t, anrsv—d— :

Exercice4.24 :
1/ Nous savons que le vecteur position en coordonnées cylindriques s écrit :
OM =T = pii, + zd,
Nous en déduisons |e vecteur vitesse par dérivation :
__doMm _ . _ L
\Y _T =pu,tplu, +zU,
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p=R=p=0
d, = 0, = |V = RAU, +had,
z=ho
Le vecteur accélération est a son tour :
——
5=4 02M =V =R4d, + RO, +héd,
dt
6=0 — —
. |=>|a=-Ré%0, + R0, +hdd,
u, =-64,

5
2/ Le vecteur U, est paralléle au plan OXY , donc I'angle que forme le vect

avec le plan OXY est égal al’angle que fait le vecteur U, avec le plan XYWH est
indiqué sur lafigure ci-dessous, en plus du fait que G, L G, .

,

z i
0,4
Z~N_P=R
M
o/
0 -y
L
ST
tan (v, 9):ﬁ:h—‘?:> tan(O,Ge):D:Cte
v, RO R
3/ Lem \&n rotationnel uniforme, celaveut dire que 0 = w = Cteet
a=
Le vect celeration d est pardlelea U, c'est-a-dire centripete, ce qui confirme qu'il
p ‘axe du cylindre. U, appartient au plan OXY, et d est paralele a U, ce qui

montre que |’ accél ération est paralléle au plan OXY .
Nous venons de démontrer que |’ accél ération est centripéte, donc :

VAV
r _—_—
a, a
R’w’® + h’w? R? +h?
VZZRZ.a)2+h2a)2:r:—2 , |r= ,
A= R Rw R

A.FIZAZ] Univ-BECHAR LMDVSM_ST



Mouvement dans I’ espace sladl) b s jal)

104

Exercice4.25 :
1/ @ Le mouvement du point m s effectue dans le plan XOY . Afin d’obtenir I’ égquation

de |a trajectoire de ce point, on éimine le temps entre les équations horaires x(t) et y(t).

Nous obtenons x* +y* = R* qui est I équation d' un cercle de centre (0,0) et derayonR.

b/ Suivant I'axeOZ , I’ équation de latrgjectoirez = ot nous indique que le mouvement
est rectiligne uniforme verticalement.
c/ La trgjectoire du mobile est la composition du mouvement plan et du mouvement
vertical, il en résulte un mouvement hélicoidal.
2/ Dans |e systéme de coordonnées cylindriques :

al Levecteur positionest: T =OM = pii, + 20, < F =OM =R, +zd, P

b/ Lavitesse et I accél ération du pointM  sont donc : %,
V=7 =p0,+pd, +z0, =

— [V=Rof, +ba,| , |v=JRia® +b2 )"

=|a=-Ro’l,| , [a=R
a

U, =—¢d, =-Rod, 5 /
L’ angle que fait |le vecteur vitesse avec le vecteurd, r figure ci-dessous, est :

V
tanf=-2=
V‘/’

Quant aI’accélération €elle est centripete clest-a-dire qu’ elle est dirigée vers le centre
delatrgectoirecirculaire.

¢/ Lerayondecourbureest: < \
. O
R?.0® +b°
2 _ 2 .2 2 2 4 (P2 2,12 —
i = ()= B
aZ = R.0* +b° '

u, =¢l, = Rodu,

¢

a= Ra).uq)

L4
ol
|
<
/ bC1 <

Exercice4.26:
1/ Les expressions des vecteurs unitaires de la base(Ur,Uw,Ug) en coordonnées

cartésiennes sont :
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0 =sind.cospi +sinf.sing.] +cosd.k
d, osecosw +cos€sm(pj—sm9k
U, —sing.d +cosg.]

Expression deladérivée U :
U, = 0cosd.cospi —p.sind.singi +0cosd.sing.] +g.sind.cosg.] —Osind.k

U, = 0| cosf.cospi +cosh.sing.] —sindk |- p.sind.| —singi +.cosg.]

Ty d,

U, =64, +¢.sino.d, ,

r

Expression dela dérivée G, :
lig:ésine.cosw —¢.c0s0.Sinp.i —esnesnm?@.Q j—HCOSHk

U, = —6| sind.cospi +sind.sing.] +cosék |+ - ngo.l +.00S¢.]

U

i=]

14

Expron deladérivée u

: 7
—(/)COS(/)I—(pSln(pj:>u — S(p|+(psm(p1]—>

Cette expr ion N’ est pas défi n|t|ve
Retournons aux expressions de u lions la premiére par sin@ et la seconde par
cosé , nous obtenons :

G.sin@=sin? OS(/).I +sin® 0.sing.] +sing.cosf.k — (2)
0,.cos6 =Cos’ 6.co .T//cosz 0.sing.] —cosf.sind.k — (3)
Additionnonslesd pressions pour obtenir :

.Sin@ +1,.cosd = cosp.i +sing.]
Remplagons T{t

2/ Démonstration de |’ expression de |’ accél ération en coordonnées sphériques :
ous partant de |’ expression de la vitesse :
V=rg, +r.ou, +r.g.snoy,
ivons la par rapport au temps :
a=rd, +r.0, +r.00, +r.0d, +1r.00, +1.g.sno0, +1.$.Sn0.0, +1.9.0.c0s0.0, +1.p.Sn 0O,

s|’expression (1) de d,, elle devient :

U, =—¢.[sino.0, +coso,]

Remplacons par leurs expressions trouvéesen 1/ :
a=1d, +1 600, +$.Sn0d, |+1.00, +1.0, +1.0 -6, +¢.cos0, |+
{.p.SNOT, +1..8n0.0, +1.$.0.c080.0, +1.p.SNn0.| —p[sinO.T, +cos0.0,] |

Dével oppons puis ordonnons :
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a= ['r‘— r.0%> —r.g°.sn’ 9].11 + r‘.[éﬂg +gb.sim9.ﬁ(p] +

[1.$.8n0+2f p.5in6 + 21 6.6.c080.0, | 0, +

[r.é +2r.0— r.gbz.sianose]Ug

Exercice4.27 :
1/ En coordonnées sphériques |e vecteur position s écrit: F =OM =r.0
al Dans le méme systéme de coordonnées le vecteur vitesse s’ écrit: V =r.0, +r.0

r=R=Cte=r=0 N

U =04, +¢.snéd ’
o “|=|V=Rotd, T 3

6=Cte=6=0 \Cy

0 =ot> = ¢ =20t )

ar:%:Ra) = |a, = 2Rw’t?
~ a’ = R*w* [4a)zt4 +1]
2/ dobﬁé&s cartésiennes |e vecteur position est:
OM =xi +v.] +zk

®
= Rsin@dcosy = % Rcosawt

N

y=Rsinesingo=%Rsina)t = |OM =F=%RCOSth.T+%RSinw2t.T+7R_k

NE

z=Rcosf =—R
2

al Les vecteurs vitesse et accé ération dans la base (T, T,IZ) sont :

s -

V =F =—Ratsinot®i + Rotcoswt?.]

-

a=v= [—Ra)sin wt? — 2Rw’t? costhJ.T +[Ra) coswt? — 2Rw?t? sina)tz]j
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Les modules de la vitesse et de |’ accél ération sont :

: |a= Ra,/| 1+ 40°t*
[v=Rat] | ]

Les deux modules de la vitesse et de |’ accél ération sont compatibles avec le résultat
delaquestion 1/b
3/ Trajectoire du point mobile:

X2+y2+22:R2

J3 :>x2+y2:1R2 /N

= : L-
2 .
Ay N

. L. L R
Nous en concluons que ce point matériel M décrit un cercle de rayon >

) 4
centre| 0, O,ﬁ R |. Quant au vecteur position, il décrit un cone de somm dont le bord
2 L ¢ }
est le cercle décrit. N
4/ Nature du mouvement du point M : latrajectoir u , lemodule dela
vitesse est constant et |’ accél ération tangentielle est co le mouvement est

circulaire uniformément accéléré.

Z A ,
@ A :
Trajectoire

4

<y

\ Spheére
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E-1V/ MOUVEMENT RELATIF
A v “ < A “

o4 L4 4

1/ CHANGEMENT DE REPERE :

+%* Introduction : Nous avons dit précédemment que I’ état de mouvement ou de repos

sont deux notions essentiellement relatives; cela veut dire que chacun des états
dépend de la position du mobile vis-aVvis du corps pris comme référentiel.

Nous avons rapportés, tous les mouvements que nous avons étudiés jusgu’ t, a
un repere galiléen, c'est-a-dire au repos ou en mouvement rectiligne uni or

Dans ce qui suit nous allons répondre principalement aux questi

Lorsque deux mobiles sont liés a un méme repere, quelle
rapport al’ autre ?

Quand est-il lorsque deux observateurs liés a deux rep
mouvement |’ un par rapport al’autre ? \

La position, latrajectoire, la vitesse et |’ accél érati u‘l@le mobile varient selon le
repére choisi par I’ observateur.
Exemple: Soit un point matériel collé sur lajante d’un e de bicyclette :

» Par rapport aun repére terrestre : le mouv t n'est pas uniforme et latraectoire

est une suite de courbes appel ées cy8|

= Par rapport a un repere lié aI § roue : le mouvement est uniforme et la

trgjectoire est circulaire.
Il est tres intéressant de connaitr om@; nt reliées les observations enregistrées par
di

deux observateurs liés a deux reperes I un en mouvement par rapport al’ autre.

MOBILES:
ériels en mouvement dans le repereOXYZ . On suppose
oint O. Figure 4.16.

1/ VITESSE RELATIVE
Soient A et B, deux poin
la présence d’ un obser

<v

Fig 4.16: vitesse relative de deux mobiles

ar,
Lavitessede A par rapport al’ observateur O est V —d—tA.

drs
Nous définissons sa vitesse par rapport a B comme etantVAB T tel que:
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D'ou:
~ dr, dr, dr = =
Vyg=—PB="A__B W\ =V,-V 452
A8 T Gt dt dt AB — VA~ VB (4.52)
—
Lavitessede B par rapport al’ observateur O estVy =—B,
dt
o . : w7 — Tea
Nous définissons sa vitesse par rapport a A comme étant Vg, =—", tel que:
Fun = AB=T, — T,
D'ou:
~ dr; dr, dr = ——
Vo, =—BA="B_“A\/ =V, -V 4.53
BA Tt dt  dt BA — VB (4.53)
Remarquons que V,g = Vg, , cest-a-dire que la vitesse port a B est égae
alavitessede B par rapport a A, mais|les deux vitesses sont SOpposeﬁ

On obtient les deux accélérations relatives des deu s ma |els mobiles en dérivant,
par rapport au temps, chacune des deux express :e,. vitesses relatives posées
précédemment :

=" = 1 __ aABzaA_aB (454)

La aussi, il faut remar?ﬁ faBA, c'est-a-dire que les deux accélérations sont

€gales mais de sens contr

Exemple 4. 11
1/ Deu B roulent dans deux voies d’ une autoroute rectiligne avec les

mh et 90kmh™. Déterminer le vecteur vitesse relative de A par
deux cas suivants:
voitures roulent dans la méme direction,

deux voitures roulent en sens inverses.
deux voitures roulent maintenant sur deux routes qui se coupent formant entre
elles

gle de 30°. Déterminer le vecteur vitesse relative de B par rapport aA.

Réponse .
1/ & La vitesse de la voiture A par rapport a la voitureB est: V,g =V, —Vg. En

considérant € comme vecteur unitaire ; les deux vitesses sont paralléles et sont de méme sens
que € (figure 4.17-a).

Donc : Vg =V, — Vg =1108 — 908 = |[V,5 = 206 = V5 =20kmh™
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v b
_— -
8, ®, e, >
A >V,
(a) (b)
Fig 4.17

b/ Dans ce cas | es vitesses sont paralléles mais de sens contraires (figure 4.17-b-) :
Vg =V, — Vg =1108 — (—-908) = |V,g = 2008 = V5 = 200

2/ Vitesse relative de B par rapport aA lorsgue les deux rmt pent (voir

figure4.17-c-) :
Vga =Vg — V) = Vga = (VB + VA — 2V,Vg cos39x

= (110° + 90 - 2.110.90.0,87) |V, =54,5kmh*

Pour déterminer ladirection du vecteur vitesse relative V ffit de calculer I’anglear en
appliquant laloi dessinus: ?

Vea _ Ve : Vg . . 90

_ B _—|sing =—B-sin30° no=——0,5=0,82=|a =55,1°
sin30° sina Vga 54,5

N
Ceaveut dire que le passager a bord avoiture A voit lavoiture B rouler a sa gauche sous

un angle deb5,1° (d aprés la figure 4. —c—) et a la vitesse de54,5kmh™. Quant au
passager a bord de la voit il voit_la voiture A rouler a sa droite avec la vitesse
de54,5kmh ™, mais sousun gI 30° + 55, 1° =94,9°.

ment calculer la vitesse d’un mobile par rapport a un autre
ant Iles au meme repere Mais quand est-il Iorsque deux

ENTIONSET SYMBOLES:.
onsidérons les deux reperes (Ra), (Rr) et deux observateurs chacun d'eux
étant lié al’un des deux reperes. Figure 4.18.
Ra  Repére absolu ((slhaall alas) que nous considérons fixe.
R : Repérerelatif( il alxall) en mouvement par rapport a Ra.
M : Point matériel en mouvement par rapport aux deux repéres..
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Z
7 M
(Ra) " Y
al T ®
- ) i

| J /’ y
X
Fig 4.18: les repéres absolu et relatif

Chague observateur enregistre ses observations. Nous consigao& le tableau
suivant ces résultats : N BV
N

Observateur Dansle repére( Ra) le repére( Rr )

—

' K'Variables prp & Ra

—

i,],K invariants dans

Position F =OM

Lavitesse o e o
v, = 4 Vo=—

at

L’ accélération % ’ dv
— é*T — I

S\ t dt

/

Remargueimportante: No ons supposé dans notre étude précédente que t =t', c'est-a-
dire que les deux observat util I %éme temps ; cela veut dire que le temps ne dépend
it
n

pas du mouvement. Cela t & fait raisonnable, mais |’ expérience peut prouver le
contraire. Cette supposition t étre acceptable que dans le cas des petites vitesses par
rapport alacééritédel ere, et ' est cela que nous considérerons dans tout ce qui suit.

lafigure 4.18, on peut voir :

?"O |OM = OA+ AM | (4.56)

Xi+y.]+zk=(Xd +y,]+2z,k)+ (x'.T'+ y.]+ z'.R')

OM OA AM

s Relation entrelesvitesses:
En dérivant larelation (56.4) par rapport au temps, on obtient larelation entre les
différentes vitesses :
dOM _dOA .di" .d' _,dk' ..dx'  -.dy' - dz
= + X +y'—=—+2z +1 + ] + Kk
dt at dt at dt dt dt at
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dOM _dOA .di' .d' _,dk' .. dx' -,dy' - dz
= + X ty'—+2z +1 + ] +
dt it ot dt = dt dt it dt| (457

v, v, v,

, . Lavitesse absolue ( 4dlkall 4 4 ) : C'est lavitessedeM  par rapport au repére (Ra)

\7e Vitesse d’ entrainement (sl 4 ) : ¢'est la vitesse du repére moblle port
au repere absolu flxe( Ra) gu’ on peut considérer aussi comme étant la vit vV du
mobileM dans (Ra) si les coordonnées deM dans(Rr) sont constan adiress M

est fixe par rapporta (Rr) : V, =0=>V, =V,
V :Vitesse relative (duwwil 4s ) ), C'est lavitesse du point M rap dfau repere
Nous pouvons la considérer comme étant |a vitesse absol ue@m eM dans( Ra)

repere (Rr) est fixe par rapport au repére( Ra) tV, = 0=V ¥
Larelation qui lielestrois vitesses et qu’ on appellel omposition desvitesses est :

(4.58)

Le vecteur de la vitesse ab a la somme des vecteurs de la vitesse

d entrainement et celui de lavitesse r

Remarques:
= S I*u/npar rapport a I’ autre(v —O) alors les deux
observateurs es mémes vitesses, donc les mémes trajectoires bien que les

vecteurs tlon dlfferents OM ;tOA
S E zﬂ ouvement de transl ation (quel soit uniforme ou non) par rapport au

tels quel , j "K' soient constants, alorsV, est indépendante deM .

% Reélation entreles accélérations:
En ordonnant apres avoir dérivé par rapport au temps |’expression (4.57) on
obtient larelation entre les différentes accél érations par rapport aux deux repéres :
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__d?OM _dv, {d OA, A4, .d°]" ,dZR’} B}
+y

= = +z —
% dt? dt dt? dt? dt? dt? %
_-_’ d2X| . dZyu - d22|
+0 + +k' —a 4.59
| dt? Ve a | (459

+2

dt? dt? dt?

dx.di | dy'df’ dz'.dk} S

a, . accélération absolue ((athall £ L)) : C'est I’ accélération deM  par rapp k
repére( Ra) :

a . accélération relative( il £ al) : ¢'est I'accélération deM "WOF",MU

repere( Rr )

a, . accélération d entrainement(adl g Jd) : C'est I accdl er&pk}u repere Rr) par rapport
au repere( Ra) . ),

d. . accélération de Coriolis(uudsss god) : Cest accélération complémentaire
appelée accéération de Coriolis en mémoire a so@eur (Gaspard Coriolis 1792-1843) qui

|’aétablie en 1832.
N& suivants:

L’accélération de Coriolis s annuled
dx' d dz - ~
» Si M est fixe par rappor reper ‘Fé’ ' =0=4a. =0

dt odt dt
» Sile repere Rr 9/ (méme variée) par rapportaurepere(Ra) )
42OR
=080
=a,=4 +3
a.=0

le 4.12 : Des flocons de neige tombent verticalement avec une vitesse de8ms™
Avec quelle vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant avec une

vitesse de50kmh™.

Réponse:
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Ve:Vitesse de fa voiture par rapport au sol, ¢’est & dire fa vifesse d’enfrainement,
Va :Vitesse des flocons par rapport au sol, ¢’est & dire Ja vitesse absolue.
v :Vitesse des flocons par rapport & la voiture, ¢’est & dire Ja vitesse relative.
Sur la figure 4.19 on peut voir:
Va=Ve+Vr = VI =Va—Ve |, Vr:Va+(—Ve)

Transformons la vitesse de la voiture: 50kmh™ =13,9ms™

Passons & Papplication numeérigque: 12
—[+,2 2 — -1
v, = (va +ve) v, =16ms

T AL e e B AT aT Al PP N PR P R R R RO Y U R N S | [ IRV
FOUN GEICERIRCT 1 QUG QU YOCOICUE O 18 VICSSTC FCIaive 08 QO CaiCiudy 13 1aRgCmd OO v angic o

V,

— — — [e]
tga == =174=|a =60,1
V,

. a, . _
Cela veut dire que les flocons de neige tombent avec la vitesse de 16ms Yous un angle

o =60.1° S\
A
@ v

Réponse : La premiére des choses a faire est de essin
ne peut étre tenté pour résoudre I’ exercice.  *

Si I’énoncé a été bien compris, il faut cal
vitesse d’ entrainement.

er lafigure 4.20. Sans dessin rien

e module et la direction du vecteur de la

Va : Lavitesse absolue, c'est-a-di du bateau par rapport au sol.

\7e . lavitesse d’ entral nem&?'&(et-ér e lavitesse du courant d' eau par rapport au sol.

V :lavitessereative, re lavitesse du bateau par rapport al’eau de mer.

N
YW 4 60
‘\(\) o Ligl= 3T E
Va
y ~ v
S
° Fig 4.20

Partant.de lafigure 4.20 et de laloi de composition des vitesses, nous pouvons écrire :
V,=V,+V. =V, =V, -V,

[y 24,2 o2
V, —[va +V,“-2v,.v,.cos30 ]

Application numérique: |V, =2, 52kmh™

Pour déterminer ladirection de (/eil est nécessaire de calculer I’angle o en faisant appel ala
loi dessinus:
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v v : V.o :
——=—2_—=|dna=—".9na| ; sina=0,4=|a=236°
sSina sin30 V,

Celaveut dire que la direction du vecteur de la vitesse de I’ eau de mer par rapport ale sol
fait un angle de23,6° avec I’ axe Ouest Est vers le Sud soit 023.6°S.

4/ CASDU MOUVEMENT DE ROTATION:
«» Redation entrelesvitesses :

Nous pouvons considérer la vitesse angulaire comme étant une deur
vectorielle, telle que sa direction soit orthogonale au plan du mouvement et
est défini par laregle de la main droite ( ou toute autre regle correspond qui |que

le sens du vecteur résultant du produit vectoriel.
D’ apres lafigure 4.21 nous pouvons écrire :

R=r.snha
Sachant que vV=w.R
Donc v=wRsna
Dés lors nous pouvons écrire : v
dr_
V:—t:a)/\r<:>v= . a (4.60)

d
Il est donc justifié d’ écrire : a) 4@

Sur lafigure (4.22), consdero ateurs I’ observateur O 1ié au repereR et
I’observateur O' lié au repéreR’ . deux observateurs sont en mouvement de rotation,
autre

sans trandation, I’ un par rapport al’

Y
Fig 4.21: Le vecteur de la vitesse de rotation Fig 4.22: Deux référentiels en
mouvement de rotation uniforme
relatif

Chaque observateur voit le repere de |'autre observateur tourner avec une vitesse
angulaire® .

Pour I’observateurO lié au repéreOXYZ , la vitesse du point matériel M est la
dérivée de |’ expression du vecteur position :
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dx - d dz -
r—X|+yJ+zk:>v =—i+ yj —k
dt at dt
Pour |'observateur Q" lié au repereOX 'Y 'Z"' (remarquez que les deux repéres ont la
méme origine, c'est-a-direO"' confondu avecO ), la vitesse du point matériel M est la
dérivée de son vecteur position, soit :

(4.61)

r=r=x'1+y.j+z'k'=»v, =—1" K' 4.62
Y] gt o o (4.62)
Pour I’observateurO, le repereOX'Y'Z" tourne, donc les vecteurs unitairesi', ' K"

changent de direction a chaque instant. Cet observateur écrit donc par rapport au

ar o, dy' o dzip dr,dl K (4.63)
o 't dr

D'autre part les extrémités des vecteurs unitairesi ', ] 'k uent un mouvement

circulaire uniforme par rapport a I’ observateur O avec une vi angulaire . En d autre
di' _ :

termele rapporta représente la vitesse d’ un point situé.a une distance égale al’ unité deO

. . . N 7 .
et se déplace avec un mouvement circulaire uniforme al angulaire® .
Par analogie avec I’ équation(60.4) , nous pouvoAKér'ye ;

dl AT dj e _

; coh\J ; dd—;'=a3/\k'

Del’ équation(63. 4) nous pouvons écrire
dl" 1 d]’ 1 &)
—+y" ——a)/\x y.j+onz' k'

" dt dt
drl dT' .—>/ - —

—ty . — I"+v.i+z'k'
m y o y'.] )

(\) x'.;+y ‘3 N (4.64)
A\ t dt

En rempl t dak I’ équation(63.4) , hous obtenons :

V,=V +@AT (4.65)

Cette derniére expression exprime la relation entre les vitesses du point M, mesurées par
les deux observateurs qui sont en mouvement relatif de rotation.

» |Lavitessederotation instantanée:
Nous avons vu que @=w.K. Si @ est variable avec le temps, alors

@(t) = w(t) K représente la vitesse de rotation instantanée. Pour discerner la vitesse
angulaire constante dans le mouvement circulaire uniforme de la vitesse de rotation
instantanée, on note cette derniére conventionnellement par Q(t) .
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% Relation entrelesaccélérations:
Pour arriver a la relation qui entre les différentes accélérations nous alons suivre

la méme méthode que celle des vitesses.
L’ accélération du mobileM mesurée par |'observateur O par rapport au repére

OXYZ est:

dv, -dv, -dv, _adv

Qa=—2=i—X+ | —L+k—2
dt dt dt at
L’accélération du mobileM mesurée par |'observateurO' par ort au
repereOX'Y'Z", sans considérer larotation, est :
S ndvy
ar =i + )N

En dérivant I’ expression 4.65, en rappelant quea) est constante, nous

L

dt dt
‘%

obtenons:
(4.66)
Puisque
dv, - dv.' dj’ dk’
Donc =1 y tv,
dt dt
Delamémefagcon quenousavou(g équation 4.64 , nous arrivons a.:
Nous avons auss
Y d
D'ou:
Z N oAV (4.67)
2 at
dr — -
. E_V =V + @AV (4.68)
Tel que:
ISR ISIN TR I
a dt r
—~ dr - - - = -
ON— =0 AV +a)/\(a)/\r) (4.69)

Par substitution des résultas 4.67 et 4.68 dans I’ équation 4.69 on obtient en fin de
compte I’égquation 4.70 qui nous donne la relation entre les différentes accélérations du

mobileM mesurées par les deux observateursO etO', lesguels sont en mouvement relatif
derotation uniforme.
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L odv A =
da = dt +C()/\a:> da = ar +20)/\Vr +C()/\(a)/\r) (470)

Le terme2w AV Sappelle accélération de Coriolis, et le termez)/\(Z)/\F)

représente une accél ération centripéte.

Ces deux accélérations ( Coriolis et centripéte) résultent du mouvement relatif de
rotation des deux observateurs.

Ces deux accélérations se manifestent au cours du mouvement de rotation des vents et

des cyclones (photo4.1), et méme dans |I’eau qui est absorbée par le siphon du 0 par
exemple. Le mouvement de rotation apparait clairement, son sens varie selon i u
globe terrestre ou a lieu I’ événement. Dans I’ hémisphére nord la rotation s effectu s le
sens contraire des aiguilles d’une montre, par contre dans I’hémisphére su de la

rotation se fait dans le sens des aiguilles d’ une montre. Figure 4.23

Dans { “Rémisphére sud du giobe ?r@ nord du globa
Fig 4.23: Sens de rotation d’un c&% ¢ tornade Photo 4.1
Nous cl6turons ce cl ant le cas du mouvement de rotation _non

uniforme.
En revenant al’ expressi

9, I’ accélération d’ entrainement est :
OA, ..d T'+y,d2T' Ldk
dt? dt? dt? dt?

Ag——s .
Enp N§ nous pouvons écrire ;

20A d| ,dit . df

dg = +—| X'— + +7 = +— (AT
W" a2 dt| d? Cd? | dt? ")

5 — Ldo  dr
T ne
oINS
2~ -
ée:dd?A+(jji0/\r”'+a)/\(a)/\r) (4.71)

Observons que I’ accél ération d’ entrainement renferme trois termes :
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d?0A
>— - accélération du mouvement de translation de I’ origine A du référentiel (Rr) par
dt
rapport au repére absol u( Ra) :
dé

—— AT accélération résultant de la non uniformité de larotation de( Rr) par rapport au
référentiel ( Ra) , C'est-a-dire résultant de I’ accél ération angulaire du référentiel (Rr) ,
w AT : accélération centripéte dirigée vers |’ axe de rotation.

CONCL USION : en introduisant le vecteur derotation @ lesdeux I0|sdeco
des vitesses et des accélérations, dansle cas général, prennent lesformesr

dOM dAM dOA

v, = V + VLo + (4.72)
dt dt dt
5,_.! %,_J
Va

_‘
[¢]

4= a+a+ ae
2 ~na ANV E N
dOZM:d A;M +2.0 AV, +[ % taon a)/\Al\/I)j (4.73)
a? _d?  —— | ‘QP J
a, !
w’

%

g

A\»

™~
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EXERCICES

* % .

Exercice 4.28

En roulant sous la pluie & 100kmh™ sur une route
plane, un conducteur remarque que les gouttes de
pluie ont, vues a travers les vitres latérales de sa
voiture, des trajectoires qui font un angle de 80° avec
laverticale. Ayant arrété sa voiture, il remarque que la
pluie tombe en fait verticalement. Calculer la vitesse
de la pluie par rapport a la voiture immobile et par

rapport alavoiture se déplagant a2 100kmh™

28.4 (p sl

¢ S Gob e 100kmh™— aw o
e ol Lo Ohadl o phadl o @l sy
80° Rﬁj\)‘l\ @.\4.1 S s el il @.a‘)ad\ C\A‘)S\
Lig shdl o gl e @i W LJEE) e
5 Adgie 3oLl Ll Hhaal) de ju caal LUWELE
100kmh™ — e o4 55l duailly

Exercice 4.29

On laisse tomber d’un immeuble de hauteur h une
bille sans vitesse initille. La chute de celleci
seffectue & la verticlle selon un mouvement
uniformément accéléré d' accélération g .

1/ Quelle est la trajectoire de la bille dans un
référentiel lié a une voiture se déplagcant suivant un
mouvement rectiligne et uniforme de vitesse Vet
passant ala verticale de chute au moment du lacher ?

2/ Quelle est la trgjectoire de la bille dans le méme
référentiel s on admet que la voiture entame au
moment du l&cher et & partir de la verticale de chute
un mouvement rectiligne uniformément accéléré
d'accélération &, ?

(représenter dans chague cas la
demandée).

trajectoire

29.4 (i pad

G bid LS s h Leld) Al el e
Ay JAN Bay som lehsie AP e
g ol ol de i

a3 )kas Jafi e e (A4S e 58 L/l
b il J 8Ly i 5 Ve juy daliiie dagiine 48 jan
¢3, SU @ 5 idaal

13 S am el it B A U e 4 e 2
Glhi i 4y &) & 5o ddaad 6oLl o L gl
"é'Et_)Lu&eLL;LbA.c_)MMﬂMRSF

(st Jled Alla S b i)

Exercice 4.30
On considére dans le repére fixe OXY le systéme
de deux axesOXy mobiles tel que I’axeOX forme

I'angle@ avec I’'axeOX . Un point matériel M se
déplace sur I'axeOX , sa position est définie
parr = OM . Calculer :

1/ lavitesse et |" accél ération relatives du point,
2/ lavitesse et I’ accélération d’ entrainement,

30.4 (y sl
Oxy Giysae dlaa OXY il (g gisall (& e
o O By OX opd (K5 Ga o
OX Leal Je M 4l ddass & )i . OX ) gadl)
tcwal. I =OM o e &
M adaall el ¢ Ll 5 de ull /1
sw_);j\t_)uja.c_)u/z

3/ I"accélération coriolis. ‘ L /3
4/ En déduire la vitesse et |'accélération du M el Ll L’:-iijs EJ | ;4
point M dans les coordonnées polaires. i _ ’ . c!’ 3 L aay L
. . u.- £ .
Exercice 4.31 31.4 (i pad

Dans le plan XQY , une droite OX 'tourne autour
de I'axe OZ avec une vitesse angulaire @ = 0
congtante. Un mobile M (OM = r) se déplace sur la
droite OX " d'un mouvement rectiligne uniformément
accéléré d'accélérationa. A lingtant initiad M se
trouve en M, , au repos, puis séloigne deO .

1/Déterminer les expressions littérales vectorielles

dos OX'afise Hsn ¢ XOY ssid 8
Jity 0=0 Wb L) dejm OZ Hed
Ba OX'aiiwdl e M (OM =r) st
A Ll B s (S 5 e Lafine
Oge miy S ofudla 3 My dag M
) e pull Leladl) 48 al) @l jlall e /1
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des vitesses relative, d'entrainement et absolue de M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur vitesse absolue du
pointM .

2/ Si l'axe OX"' est confondu avec I'axe OX a
I'instant initial, calculer les coordonnées du point M
aladatet = 3S. Dessiner les trois vecteurs vitesses a
cette date.

3/ Déterminer les expressions littérales vectorielles
dans une base polaire des accélérations relative,
d'entrainement et de Coriolisde M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur accélération absolue
dupointM .

Dessiner ces vecteurs accélérations at =3s.

M Ak 5 el

5 (320) Jhae aad AN 48 all Gl fe
M Akall ddlhd) de ) g lad dga

OX _)JMK\ ‘;c LB.\LM OX‘JJMS‘ Q\S \'J‘\ /2
G Mkl clia) Gl dgagy) dball 4
.t =3sddaall

M Adaall o3a 8 A de yudl dadl au

Bacll 8 deledd 4l el e /3
Ouls S 5 o) ) cle Ll dudadl) cilaadl
M

5 (320) Jhme aad AN 48 all Gl e
- M dlaaill slladll g jluall o lad dga

M eaa cle jlal) dadl s

foc - : - -2
Donnéess OM, =Icm; a=2cms~”; ;a=2cms?  OM, =lom :ciiad
5" -1 )
w—ﬁ—grad.s : o=0="rads?
S
Exercice4.32 32.4 (3 pad

Un disque circulaire de centre A et de rayon Rroule
sans glisser sur I'axe OX avec une vitesse
angulaire constante. Au départ t =0 , un point M
de la circonférence coincide avec I’ origine O .

1/ Quelles sont les coordonnées du point M au
tempst en fonction dew, R et t ? En déduire la

nature de latrajectoire.

2/ Calculer la vitesse absolue et |a vitesse relative en
précisant leurs directions par rapport al’axe OX .

3/ A partir des expression des vecteurs de la vitesse
absolue et la vitesse relative, vérifier la norme et la
direction du vecteur vitesse d’ entrainement.

(SY Oy Lsy ) zoathy XOY (ssiwdd A
e As S 5 R ookl caai gy palf
Ct=0 Yo .o Dlidg ) i OX sl
O sl ga il Jama g0 M i 3ukas

AV toAlall 4 M dbal Adla) e L/1
¢ bl Aanda i) Ot 5 @, R

ey s Al de pull 5 dalha) de jud) caal [2
COX i saall Ay Legiiga

5 Alhd) Aol eled (ke e WU /3
oall e juden 5 Aysh (e B Al

N

Y )
/ M
R

® A
o) > X
Exercice4.33 33.4 (3 pad
Dans le plan XOY', une droite tourne autour de | ;_ n OZ Jsn aian 5oy « XOY (5 5ie b
OZ avec une vitesse constante @ = 6. . ' ) i = 04_.41_,
Un point mobile M (OM = r)se déplace sur la e o (OM _ r)|\/| - e .
e =

droite OX "suivant laloi :
r =1, (coset +sinet) avec 1, = cte.
1/ Déterminer al’instant t en fonctionde , etw, la
vitesse relative et la vitesse d’ entrainement de M par

t0 8 32y OX ' siasal
[, =cte g I =1, (coSwt +sinwt)
Gl Aol e 5 o AN tAkal) b i /1
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leurs projections dans le repére mobile X 'O'Y". En
déduire la vitesse absolue exprimée dans cette méme
base de projection, et montrer que le module de celui-
Ci est constant.

2/ Déterminer a I'ingtant ten fonction de , etw,
I"accélération relative |’ accélération d’ entralnement et
I’accélération complémentaire de M par leurs
projections dans le repére mobile X 'O'Y'. En
déduire |'accélération absolue exprimée dans cette

méme base de projection, et montrer que le module de
celle-ci est constant.

Al G Lghine M 2l dcu

L@.'\c_)ga.d\ PEAIA|] 4.;:_),\.«5\ C_\M\X'O'Y'cﬂ);ld\
.A.uubjh A u\uujc.bu.u:}“ B&Gw&.}@

EJM\ cW 0 :\J\YJ-! falaatl) ‘.%3 RREN /2

M Ll glal 5 al gl ol
g . X'O'Y daid el b Ll
5 L) sl i 8 die Ll Gl gLl

Al e 328 o o

Exercice 4.34

Une mouche M se déplace sur I'aiguille des
secondes d'une montre accrochée a un mur vertical
avec un mouvement uniforme de vitesse V. La

mouche part du point Oa I'instant t =0 pour

atteindre |’ extrémité de I’ aiguille de longueur 20cm
une minute plus tard.

1/ Ecrire les expressions de la vitesse V,, et de

I'accélérationd,, de M dans la base mobile

(Ur ,Ug) associée alamouche.
2/ Calculer les coordonnées 6, ,X, .Y, de la

mouche aux instants 0s,15s, 30s, 45s, 60s .

Dessiner latrajectoire sur le mur.
3/ Représenter sur la tragjectoire le vecteur vitesse

Vy au tempst =45s et le vecteur accélération @,
au tempst = 60s .

. -

34.4 (p yad

‘;c&&cu‘f'\ﬂ\ waldy Ao M ALy Jan
LY Glhan L Vige yw ddatia 4S s (SR 5ac Jlaa
3aa) g 488y sy Jail t = 0ddaall) ‘éﬁ Odka) (e
. 20emal b 53 (ald ) Al Y
AL Adas e (G, T, ) S el sacll 8

O+ Xy s Yo Sy /2
e sl au i . 0s,15s,30s, 45s, 60S cilaall
- asl)

daslll 4V, de ) ples lad) e e /3
.t = 60s adaalll Af aMtJLmﬂ\ t\.’_& ¢ t=45s

sl

Gl

Exercice 4.35

Dans le planOXY, un cercle de rayonR, de
diametre OA, tourne a la vitesse angulaire constante
@ autour du point O. On lie & son centre mobile

O'deux axes rectangulaires O'X'Y' (I'axe
O' X 'est dirigé suivant OA).
A lingant t=0, A et sur OX, OXet

OX " éant colinéaires.

Un point M, initidlement en A, parcourt la
circonférence dans le sens positif avec la méme
vitesse angulaire @ .

1/ Calculer directement les composantes des vecteurs
vitesse et accélération de M dans le repére OXY (en

dérivant les composantes de OM ).

2/ Caculer les composantes de la vitesse et de
I’accélération relatives de M dans le repére
O' XY 'puisdansOXY .

3/ a Caculer les composantes de la vitesse
d entrainement dans le repére OXY par la loi de
composition des vitesses.

b/ Caculer de méme les composantes de

I’ accélération d entrainement dans le repére OXY ;
en déduire |’ accél ération complémentaire (Coriolis).

35.4 (s pad

Roshi Cmi gaf sy OXY ssind
0d) Jss 0 Al Ay de e OA L
O s> O' & aid) o )S sl o s
(OAGs 4250 O'X' jsaddl ) O'X'Y" Galibiivns

5 OX (OXle o A (t=04all i
Aba s 5. OX

Lad e Jum e A dad b culs (M ik
c@ ) N e pull iy Can sall SlaiY) 4

5 deju elad A€He 3dle ual 1
(OM i 5o (3) OXY alead 3 M g s

M Gl ¢ 5Ll 5 eyl LS 5o caual /2
LOXY 82 O'X'Y e

OXY aladl 8 ol de o S jo uaal /1 /3
cle puall QS 5 G 8 Jleanialy

ool gl s e S Gual [

(ol s 58) Aol & Ll i) ¢ OXY pladl

) ks 5 el depu clS e e U /4
D)y glas i )l Jleialy LSl
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4/ veérifier les expressions des composantes de la
vitesse d'entrainement et celle de |'accélération
complémentaire en utilisant les expressions faisant

intervenir le vecteur rotation @ .
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Corrigésdesexercicesde 4.28 a 4.35 435 2 4.28 e o ladll

Exercice4.28 .
Soitv, lavitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, v lavitesse de la pluie par

rapport au véhicule et v, lavitesse de lavoiture par rapport au sol :

Représentons les trois vecteurs puis appliguons Ia lof des sinus:
La vitesse de précipitation de la pluie par rapport a la voiture an repos est:

\ \Y/ sin10° N
2 =T vy =———V/|; |v,=17,4kmh™
sin10° sin90° sin90°
La vitesse de précipitation de la pluie par rapport 3 Ia voifure en mouvement
est:

. Vi =— Ve =V :S!nﬂve A =117kmh™
sin90° sin80° sin80°
Exercice 4.29 A
1/ I'éguation horaire de la chute de la balle p. rt\ au repere fixe est:

2=~ g +h> (1)

La distance parcourue par la voiture avec une t@e onstante au cours de la duréet
est:x'=vt —(2)

Z'est la hauteur dans le repere moblle lié xure et qui est laméme que la hauteur Z
mesurée dans le repére fixez .
Par élimination du temps entre Iax} orai res on obtient I’ éguation de la
trgjectoire de laballe par rapport au r bile:
X' . .
t=—=1z . latrajectoire est une parabole.
v
2/ Ladistance parc veh| cule avec un mouvement uniformément varié au cours
deladuréet est:

X' =%3Et2 —(3)
ps entre les équations(1) et (3) on obtient latrajectoire de laballe par

emobile:
, _ 2X' , g, _ . _
t“=—=|z=2z'=—=Xx'th| : latraectoireest unedroite.
S 2

Nous avons représenté sur lafigure ci-dessous la trajectoire pour chagque cas.

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Mouvement rel atif 125 dil) 48 al)
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Exercice4.30: \(7
Nous étudions le mouvement deM dans la bas(Ur ,Uy,, 4, ) rs unitaires

sont indépendantes du temps. Voir figure. ‘xy .
1/ Le vecteur position: |OM =r =F'=r.0, fe vitesse relative:
. . P )
V. =1.0, | et levecteur accélération relative:|a =10, |. v
. A~ N . Id .
2/ Lavitesse d’ entrainement, c'est-a-dire la vi deus axesOxy mobiles par

rapport au plan fixe estOXY :

(/e:doo +&nO'M | \

. 0 - ,

——=0 (0=0) & dAO'M =|0 0| = |ve =10,
. . r

@ = 60k= 6.0 /

Cl
et}

o O

L’ accélération d entrainement, c'est-a-dire I’ accél ération des deux axesOxy mobiles par
rapport au plan fixeOXY est:
d OO CT)/\dOM +%/\W ’ dOM - /\—'
dt? dt dt

8 =
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__d*00" . (. = do =
a,== g A OM)+E/\OM
dADAO'M =600, Aréd, =17,
g -0, d — > ——
D - | . N =18, =-ro°u, +rou
C:j—?/\O'M =0 0 é|=rdu, 2 -
r 0 O

3/ L’ accélération de Coriolis:
a -0, G -
a =20Av=2/0 0 6|=l|a =240, }y
f 0O O P }
4/ Lavitesse absolue, C'est-a-dire lavitessedeM par rapport au-planOXY fixe est :
V, =V, +V = |V, =r.0, +r6., Y

;:>

est:
8,=8,+3 +3 =3
% Remarque: Si on veut faireles calculs par a@or au repére mobile, on utilise la
base(T,T,lZ) , en remplacantd et ns les résultats des vitesses et
des 'accélérations auxquelles nQu es parvenues par i, =i.cosf + j.siné

etl, =—i.snéd+ j.cosé . \)

Exercice4.31 :
1/ Expression du vect

i np}%apportaurepéremobile oxX'Y":
r=ri| | (1 ) j#
=M=l -at” +r, [U

2

Y Pa
On dérive t osition dans la base mobile pour obtenir le vecteur vitesse

relative: A
y V, =F =atd
Expr du vecteur de lavitesse d’ entrainement :
e 00" .
v Ve:dOO +oA0O'M
dt _ o
00" e O
5 0 (0=0) |=Ve=dAO0'M=| 0 0 o
&= k= 0.0, 1at2+rO 0 0
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Expression du vecteur de la vitesse absolue :

a

= = = — — 1 2 —
V,=V,+vi = |V, =atd, +| -at” +r, (o4,
2

a

2
Son module:|v, = \/(at)z +(£at2 + r0] @
2

Le sens et ladirection du vecteur de la vitesse absolue (voir figure ci-dessous) est
donnée par :

1
v, at \\y

2/ Coordonnées et viteses du mobile au tempst = 3s & R
A | 4
1 ) 4
=wt, |0=1,884rad =108°|; r==at’+r, , :
2 A
X=r.cosf , |[x=-0,03Im| ; y=r.siné ,
v, =at, |v, =0,06ms™| ; v @at2 =0,0628ms™
3/ On dérive le vecteur de lavitesse rel atlve p r le vecteur de I’ accélération
relative :
L’ accélération d’ entr
=on0O'M

_ 1 _ _ 1 _
0, Al Zat® +1, |0d, = -re’l,|= —| Zat®+r1, |0’ 0,
2 2

=
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g -
0 R y '
\3, X
o v
a b
M
Y'
M, a
\o
O

u

r

a
3/ Accélération de Coriolis: ac =2&Av=2/0 0
a o0

Expression littérale de I’ accél ération absolue :

R o Eaaa)
4,=8,+3 +8 =4, =|a-| cat’+r

Module de |’ accélération absolue: |a, = A%at +r, 2at a))

Ladirection du vecteur accélér x tirée delaflgure ci-dessus::
at
tgh=2 =
& a—-(at2 +r0ja)
2

Exercice4.32 :
1/ Coordonng 3: ?Gnrt M :apartir delafigure (a) ci-dessous on voit que:
OM =OA+AM

rs de la duréet, le pointM baaie I'angle —wt, et sa position est

Pendant le méme temps le centre du cercle parcoure la

=—£—a)t;
2
Donc: x=0A'+X, .
OA' = vt = Rot
X, = R.cos#

=|X= R(a).t - .Sina).t)

coséd = COS(—% - a)tj

cos(—%— a)t] =—-snwt

L’ordonnée : delafigure (a) onvoit que: y=R+Yy,,

LMDL/SM_ST
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y=R+Rsné

= |y =R(1-.cosat)

sin(—% - a).t] = —coswt

Latrajectoire est |a courbe décrite par I” extrémité du vecteur positionOM au cours du
temps. Il est défini par |es équations paramétriques :
X = R(a)t —Sina)t)
OM {y = R(1- cosat)
z=0
7 . . 7 . T . ~ A..
L a représentation graphigue de ces équations paramétriques nous conduit a unecycloide

(G292 ).
2/ Lavitesse absolue du pointM est :

A\
, D 4
X =V, = Ro(1- cosot) /‘& \,
Y y = Rwsin wt ‘{ ",V
b 4

. .ot
vV, = Rw (2| 1-coswt : Vv, =2Rw snZ
2 2
Pour déterminer la directi eur vitesse absolue il suffit de calculer I’anglea
comprise entre I’ axe xdire le vecteur unitairei , et le vecteur v, (voir figure b) ci-
dessous. Pour cefaire o
Vil =V i.cosa = X
A a
\ =V,.COSa = V,.cosa = 2Rw(1- cosat)
» X = 2Rw (1- cosot)
substiau on on obtient :
2Ra).sin%t.c:05a = Ro(1- cosot)
En continuant les calculs on obtient lavaleur &
oRsinY coser = 2Rsin? X = cosar =sin 2
2 2 2
. T T _ ot T ot
COSa =sSIn| o +— >at—=— |, |la=|———
2 2 2 2 2
cosa = cos(—a)

Lavitesse relative est la vitesse absolue du point M par rapport au référentiel
mobile X "AY" , donc :
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_ _dAV

"t
Commencons par les coordonnées du point M danslerepére X 'AY" :

X, =Rcosf = R.cos(—%—a)tj =-Rsinwt
Yy =Rsing = Rsin(—%—a)tj = —R.coswt
En dérivant les deux coordonnées par rapport au temps on obtient les composantes de la

vitesserelative:
X;\/I = _Rwscost : yM =-Rw.Shot &/L/

Levecteur s écrit lors: |V, = -Rwscosti - -Ra.sinwt.j

“7

Y’

o 2 . 2 —
Et son module : V, —\/(R.a)scost) +(Ro.sinat)” = v, =Ro /(v
Y
La direction de la vitesse relative : on utilise la méme méthode que celle qui a été utilisée
pour obtenir la direction du vecteur vitesse absolue.

A
Sur lafigure (b) ci-dessous, on voit bien que I’angle en |W I”angle compris entrev
eti : .

V.0 =v i.cosp
V,.CoS 8 = %, =-Racosot :cos coswt . |B=r-ot=2a]
—coswt = cos(7 — wt)
3/ la vitesse d’entrainementv, . ons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur

quelques propriétés géométri Dans un cercle I’angle au centre est égale au double de
a conference de ce cercle(2 M'A'M = Za) . Vest

I"angle dont e sommet

tangent alatragjectoire circul ai

(a) (b)

Delafigure (b), il vient :

= —

g — — 2 2
V, =V, -V =V, —\/va +V, —2V,.V,.cosa
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= 4R2a)28in22t+R2 2 2Ra)2Ra)S|n—tCOS z—ﬂt
2 2 2 2
=|V,=Ro =V
T ot)_ . ot
cos| = —— |=sin—
2 2 2

La vitesse d’entrainement est égale a la vitesse de trandation du centre du cercle par
rapport au repére fixe XOY , ce qui est tout afait logique. v, est paraléle al’axeOX .

Exercice 4.33
1/ Nous partant du vecteur position en coordonnées polaires dans le repére X' OA

OM =r =¥ "=r.a = ( t t) -
=|r =r,(cosot +sinw

r =1, (cosot +sinwt) \\/
Lavitesse relative : dans le repére mobile, le vecteur unitaired eﬂm&

v, =r.0,

r:I’O(COSa)t+sina,t) = Y = o (—Slna)t+c a)t a ﬁy

Pour calculer lavitesse d’ entrainement, nous faisons inte'ﬁpﬂe\vecteur de rotationo
o _dOO' . |
v, = +oA0O'M e
t =% 20 T]

00'=0 ., :
Nous effectuons |’ opération suivante : \

4

L(cosot +sinwt),

cosot +sinwt)d, +r,o(-sinat +coset) g,

Calculons le modul tte vitesse pour vérifier g'il est constant :
Vv, = roa)\/z =Cte

Quantala/l‘
» =i, =|& =r,0’(cosat +sinwt).q,
L’ accélération "d’ entrainement est déduite de I’expression générale vue en cours en
éliminant les esnuls:
@ 2 ~~1 —
ée:ddozo +OABAOM + ‘ii—” OM =3 =drdAT"
+ T/

Calculons le produit vectoriel double:
V,=@Ar'=adnr =ro(coset +sinet) d,
RENOUN roa)(COSa)t +din a)t)
d, —u, u,
0 0 w|= |8, =-r,0° (coset +sinwt),
0 ryo(coswt+sinet) O
Calculons a présent I accél ération complémentaire en appliquant laformule :

g
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7] —

r

, Uu

z

d
ac = 20 AVi=2. 0 0 o= |a =20’ (-sinet +cosot)d,
o(-sinat+coset) 0 0
Nous en déduisons I'accélération absolue a partir de la loi de composition des
accélérations: @, =8, +48, +a,
Apres les calculs nécessaires on trouve I’ expression de I’ accél ération absolue :

aa = 21,w° [ (cosat +sinwt )G, +(-sin ot +cosat), |

Vérifions que son module est constant : -~
aa = 2r0a)2\/§ =Cte %

Exercice4.35: 4

1/ Le vecteur position de lamouche dans le repere mobile (ai gwlle)(v vy
OM =r =ri =|r =vi.0 :

Les expressions de la wt%se et de I’accélération de I Ie repére mobile:
remarquons qued <0=60=w~<0 , ceci est du au sen |{ dans lequel progresse

I’ aiguille des secondes.

éM = =v
i, =— (-

2/ Calcul des coordonnéesé,, , X,, , Consignons les résultats dans | e tableau suivant :
_0,2_107 Vs

——:i(rad/s)

W=
/BO 30 .

60 3

Xy, :vtqiswt: .tcos%.t ; Yy =vtsSinet = tcos%.t
t(s) 0 15 30 45 60
6y =-ot &Q 0 -2 - —3r/2 =27
fy =Mt 0 -5.10 10.10°* 15.10° 20.10°
Xy N 0 0 ~10.10° 0 20.10°2
Yu % 0 -5.107 0 15.10° 0

Voir lareprésentation graphique c-dessous.
3/ Pour représenter lavitesse et |’ accél ération de la mouche par rapport au repere
mobile, il faut calculer d’ abord leurs deux modules respectifs aux temps prescrits :

t =45s: t =60s:

Vv, =V, - Vi, d, =-Vo't.l - 2ve.,
v, =0,334, ; V,=-1574, a =-0,224, ; &, =-,074,
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y A
v =0.330 4 v, >
15.10°
-10.10°* )
-5.10°
Nous avons pris comme échelles e module de la vitesse pour représenter la vitesse ;
et le module de |’ accél ération transversal e pour repré t} célération.

®
Exercice4.36 :

1/ A partir de lafigure ci-dessous, on ,éfri \ﬁ@'on du vecteur position dans |e repere
fixeOXY :

&: '+O'M
Durant le tempst , I’angle balayé par l[e'point A par rapport au repere fixeestd = wt .
L’angle que baae le pointM durant le méme tempst par rapport au repere
mobileO' X'Y"' est égde i Al =wt, mais par rapport au repere fixeOXY il balaie
I"angle20 = 2wt .
point par rapport au repére sont la vitesse et I’ accélération

Lavitesse et |’ accél ération
absolues.
Enseb igure ci-dessous :

= |OM = (Rcoswt + Rcos2wt )i +(Rsinwt + Rsin2ot) |

O'M = otl +Rsin2mt.]

® .
%mi ons successives deOM on obtient lavitesse et |’ accél ération absolues :

v, = d(;tM , IV, =—Ro(sinet +2sin 20t)i + Ro(cosat +2cos2at) || — (1)
a, = dd\ia , |&, =—Rw’(cosat +4cos2wt)i — Rw? (sinwt +4sin2et) || — (2)
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><

A
2/ Ecrivons I’ expression du vecteur position dans le rep@ 4 "Y' en exploitant

lafigure ci-dessus::

O'M =x'i"+ y'.T':R(cosw. aft])

La vitesse et I’accélération du pointM par rapport au repére mobileO'X'Y' sont la
vitesse et |’accélération relatives. En denvan.t eurO'M deux fois successives on

obtient lavitesse et I’ accé ération relatives :
_ dO M ’%’
V.= \Ra) sinot.i '+ coswt. | )

r

4. =-Ro’ (cosati +sinat.)

Ecrivons maintenant I%&u/ ecteur position dans le repere fixeO' XY apartir de

lafigure ci-dessus :

=xi+y.]= cosZa)t.T+sin2cotT)

Lavitesse €l é &'on par rapport au repere OXY .

ATT :'iFne faut pas dériver deux fois de suite le vecteur O'M  afin d’ obtenir la
vitesse dération relatives par rapport aOXY . C'est cette erreur répondue qu’on doit
éviter !l

sd sfaire appel alarelation 4.57 (voir cours)
dOM _ do“cr d| A, dk' - dxt ., dy' -, dz
= +y' 47—+ —+ ]+ kK —
dt dt dt dt dt dt dt dt
Hr_/
va \76 \_ir
g =Y &
dt dt dt
0

A partir de la figure nous pouvons désigner :
i'=coswti +sinwt.] ; x'=Rcoswt — X'=—-Rwsinot

J'=—sinwti +coset.] ; y'= Rsinwt — y' = Rwcosmt
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Aprés substitution, nous obtenons :

VA (coswt.T + sinwt.f).(—Rwsina;t) + (—sina)t.T + coswt.T)(Ra)coswt)

V. =—2Rw.Sinwt.cosot.i + Ra)(—sin2 ot + cos’ a)tJ i
%f—/

% sin2ot cos2mt

A lafin, lavitesse relative du mobileM par rapport a OXY est:
V, = Ro(—sin2t] +cos2at.)| - (3)

L’ accélération relative du mobileM par rapport aOXY n’est pas égale aladérivée dev
Ve
par rapport au temps. Il faut utiliser larelation 4.59 (voir cours).

. 5 ) |
. _ -, dx' - dy d z'
a =i + +k'

“‘Y

dt? dt?
._’I_ ad - o . — — ‘&
I '=cosawti +Sinwt.] ; X'= Rcoswt—>x -R m{t y
j'=—sineti +cosat.j ; y'=Rsinet > §'=—Ra?sinet
En remplacant on obtient :
a = (coswt.T +sina)t.T)(—Ra)2 coswt) +(—sina).

a ( R’ cos” ot — Ro® COSa)tSII’la)tj) K i

®
:—Ra)z[cosza)t—sin wt]T—Rw 2 sinawt.]

cos2mt

A lafin |’ accélération relatlvedw; par rapport A0XY est égalea:
cos ot +S|n260t]) — (4)

Msant laloi de composition des vitesses est :

7

o

wt)i + Ro(cosat + 2cos2mt) | ]—[Ra)(—sinZa)t.T + cosZa)t.T)J
y R (sinet +sin20t) i + Ro(coswt +cos2wt).]
a& ion relative en appliquant laloi de composition des accél érations est :
_ d2@+ L L dk

aE:

X +y'
\ . dt? az ) o dt’
O

2 ]
OO'=Rcosati +Rsinet.] dd%:
i'=—w?cosati —w?sinet.] ; x'=Rcoset

—Rw’.coswti —Ro’sinat.|

j':a) snati —w’coswt.] ; y'=Rsnot
En remplacant on obtient :

g, = (—RwZ.COSa)t.T - Ro’® sina)t.T) + Rcosa)t(—a)2 cosatl —w’ sina)t.T) +

Rsinwt (a)2 snaoti — a)ZCOSa)t.T)
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D’ou I’ accé ération d’ entrainement du mobileM

cos2mt

a = l:—Ra)Z.COSa)t - Ro® [—sin2 ot + cos? a)tﬂf - Ro’| sinwt +2sinwt.cosmt ||
%/—J

1.
—sin2ot
2

g, = —Rw’.(cosat +cos2mt)i — Ro* (Sinot +sin2at) ]

Déduction de |’ accélération de Coriolis ou accélération complémentaire :
< dx'.di' dy'.d’
=2 +
% { dt? dt? }

~
Q.
ou & partir de larelation 4.59 ; \»-—-
a=a +da +a,=>|a, =+4a,-4a -4 & 4
A 4

Le résultat est le méme.

- ! o Y
I '=—wshotl +wcoswt.] ; X'=—-Rwsnot ‘\y
J'=—wcoswti —wsinwt.] ; V' = Rwcoset /<>\

dx'dit dy'.dj’ >
a =2 e + e =3 +a +a y

a
a

- . 9 - . -
2| Ro”.sin’ oti — Ro®.sinot coset. ] 08’ eti - Ro’.cosmtsinet.] |

2[—Ra)sina)t (—a)sin ot + wCOSwt.T) -&Caﬁw —@wCoswti —wsin wt])]
S

a =2 Ra)z_[sin2 wt — 00 thFB:%wt cosot.j
1

~cosat Zsin2aet
2

w’cos2mt.i +sin 2wt.T)

par lecalcul direct & =4d, +& +4,

[l faudra vérifi ré
4/ Introdui a t le vecteur de rotation@ = wk . nous utilisons la l0i(4.72)
démontrée en cours pour calculer les deux composantes de la vitesse d’ entrainement :

- doo' S
V., = +oA0O'M

Ve
dt

i - k

® - -
v V,=-Rw.sinoti + Rw.coswt.j+| 0 0 ®
Rcos2wt Rsin2ot 0O

V, =—Rw.sinwti + Rw.coset.] — Rw.sin 2oti + Ro.sin 2at. |

V, =—Rw.(sinwt +sin20t) I + Ro.(cosat +sin2at). ]

e

Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver |'accélération
complémentaire ou accél ération d Coriolis:
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i - K
0 0 1)
0

a=20AV, = a, =2
—Rw.sin20t Rw.cos2wt

&, = —2Rw’.cos2mti — 2Rw’.sin 2at.]

4, =-2Rw’.(cos20ti +sin20t.])

LMDL/SM_ST
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V /DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL
:\._.3.3\_.4]\ alhail) gl KRN X

INTRODUCTION :

La dynamique en physique est la science qui étudie la relation entre le corps en
mouvement et les causes qui provoquent ce mouvement. Elle prédit aussi e mouvement du
corps situé dans un milieu déterminé.

La dynamique, plus préecisément, est I’analyse de la relation entre la force appliquée et
les changements du mouvement du corps.

1/ PRINCIPE D'INERTIE GALILEEN (ou premiéreloi de Newton 1642-1727) :
(i) Allas) fasa )

Enoncédu principe:

Si lecorpsmatériel n’est soumisa aucuneforce, il est :

- soit en mouvement rectiligne uniforme,

- soit au repos, sl était initialement au repos.

Pour une particule le principe d'inertie s énonceainsi : « Une particulelibre et isolée
se déplace en mouvement rectiligne avec une vitesse constante ».

C’ est pour cette raison qu’ une particule accélérée n’est ni libre ni isolée mais, soumise
sans aucun, doute, a une force.

Et puisgue le mouvement est une notion relative, il est indispensable de définir un
repere auquel sera rapporté le mouvement de la particule libre : ce repere, a son tour, doit
étre libre (c'est pour cette raison qu’on.|’appelle galiléen ou d'inertie, et dans lequel la
particule libre se déplace a vitesse constante).

2/ LA QUANTITE DE MOUVEMENT (4 al 4sas)

o,

+« Définition : la quantité de mouvement d’une particule est le produit de sa masse
par son vecteur vitesseinstantanée.

Py p=mv (1.5)

<

m
®

Fig 5.1 : Quantité de mouvement

La quantité de mouvement est une grandeur vectorielle. Cette une notion tres
importante car elle introduit deux éléments qui caractérisent I’éat de mouvement de la
particule : 'samasse et sa vitesse.

Nous pouvons a présent donner un nouvel énoncé du principe d'inertie: «une
particule libre se déplace toujours avec une quantité de mouvement constante ».

% Conservation dela quantité de mouvement (4s all das Jiliad)

S'il y avariation de la vitesse ou de la quantité de mouvement celaimplique que
laparticule n’est pas libre.

Supposons |’ existence de deux particules libres qui nesont soumises qu’ aux

influences mutuelles entre elles ; elles sont donc isolées du reste de I’ univers :

Autempst: p=m.V, +m,.v,
Autempst : P'=m.y, +m,V,
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Les expériences ont prouvé que P=p , c'est-a-dire que toute la quantité de
mouvement d’un systéme composé de deux particules, soumises a leurs seules influences

mutuelles, reste constante.
Par_exemple : Pour |les systemes isolés suivants :

" Dans un atome dhydrogene: la quantité de mouvement des deux
particules (proton + éectron) reste constante tout le temps, tel est le cas

exactement de laterre et lalune, soit Ap=0.
* La quantité de mouvement d'une molécule constituée d'un atome
d’ oxygene associé a deux atomes d’ hydrogene est constante, il en est de
méme pour le systeme solaire.
Si on généralise ceci, le principe de conservation de la quantité de mouvement
s énonceansi:
«la quantité de mouvement d’un systéme isolé constitué de particules est
constante »
On peut exprimer mathématiquement ce principe de la conservation de la
guantité de mouvement comme suit :

P=P+ P, Pt +p, =C*
Dans le cas de deux particules: p, + p, =C"°
Entrelesinstants tet t':

ﬁ1+ﬁ2:pi+p;:pi_p1=ﬁ2_p;:Aplz_Apz

«Dans un systeme isolé de deux particules, la variation de la quantité de
mouvement d’une particule au coursd’un certain temps est égale et de sens opposé a la
variation de la quantité de mouvement del’autre particule au cours du méme temps »

En d autres termes, ce que gagne |’ une des deux particules sous forme de quantité de
mouvement, est perdu par I’ autre particule sous la méme forme, et vis versa, cependant la
guantité de mouvement du systéme reste constante.

3/ LESAUTRESLOISDE NEWTON (s AY ¢figsi ol 58)
% Ladeuxiémeloi de Newton : (c’est plutbt une définition qu’ une loi)
« Ladérivée delaquantité de mouvement s appelle force »
Celaveut dire que larésultante des forces appliquées ala particule est :

=_dp
F= (2.5)

Cette équation s appelle « équation du mouvement » (&S adl dlslaa )

®  Casdela masse constante: suite a ce qui vient d étre dit, si la massem du mobile
est constante (ce qui est fréquent en mécanique newtonienne) alors |’équation
précédente s’ écrit :

- d(mv — av =
F = (mv) = F=m— = |F=ma (3.5
dt dt
" Casparticulier : Si larésultanteF est constante alors I’ accélération azE est elle
m

auss constante et le mouvement est rectiligne uniformément varié.
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C’est ce qui arrive exactement aux corps qui tombent en chute libre sous |’ effet de la
force de pesanteur (appelé poids) : P = mg

® Casdelamassevariable: dansce caslarésultanteF s écrit souslaforme:
d(mv — dv _dm
u = |[F=m—3+v.— (4.5)

dt dt dt

E=

Exemple 5.1 : un corps de masselOkg , soumis ala forceF = (120t + 40)N se déplace
suivant une ligne droite. Au temps t =0, le corps occupe la position X, =5m-avec une
vitesse V, = 6ms ™ . Trouver lavitesse et la position du mobile en fonction du temps:

Réponse:

En utilisant la formule (5.3) on trouve:F =120t + 40=10a, telle que
a=(12t +4)ms?.

Pour trouver I'expression de la vitesse instantanée on-doit intégrer |’expression de
I’ accél ération.

dv
Puisque— =12t + 4
S Gt

Donc: _fdv:j(lzt +4)dt = |v=6t>+4t +6 (mS‘l)
0 0

Intégrons de nouveau, mais cette fois, |’ expression obtenue de la vitesse pour trouver la
position du mobile a chague instant :

fdxzjvdt =j'(6t2 +4t +6)dt = |x = 2° + 2t° + 6t + 5|(m)
0 0

s Latroisiemeloi deNewton ou principedel’action et delaréaction :

(Jadl 3y g Jodl) Tana o gl G ¢ 6ilAY)
Enoncé de laloi : «lorsque deux particules sont en influence mutuelle, la force
appliquée par la premiere particule sur la deuxiéme est égale et de signe contraire a

la force appliquée par la deuxiéme particule sur la premiére ».
C’est ce que montre lafigure 5.2 et qui nous permet d’ écrire :

— —

=_F

2-1

(5.5)

1->2

1 2

P
<

>
F2al FHZ

Fig 5.2: Action et réaction

4/ NOTION DE FORCE ET LOI DE FORCE (3 544 &y $i& 53 gil) a gga)

La définition de la force par I’équationF =ma nous permet d exprimer la force
correspondante a I’ effet éudié en fonction des facteurs physiques telles que la distance, la
masse, |a charge électrique des corps....Nous arriverons en fin de compte a dégager « laloi de
force ».
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La loi_de force( ou loi des influences mutuelles) : cette loi montre clairement
I’expression de la force (la résultante) appliquée a un point matériel dans une situation bien
définie.

Par_exemple: I’expression P= M.g est laloi de force qui définit le poids d'un corps
au voisinage de laterre et qui nous permet de prédire le mouvement de n’importe quel corps
dans le champ de pesanteur terrestre.

Possédant la relation F = ma , nous pouvons connaitre le comportement des systémes
physiques, mieux encore nous pouvons méme prédire leur évolution.

On peut résumer cette situation par I’ équation symbolique :

| PHY SIQUE=MECANIQUE+LOIS DE FORCE

Aprés avoir pris connaissance des lois de force correspondantes aux différents effets
mutuel s, nous pouvons prédire le mouvement du corps matériel qui est-soumis alaforce avec
des conditions initiales prédéterminées.

Dans ce qui suit nous alons poser et prendre connaissance des lois relatives
respectivement aux :

» Influences mutuelles dues alagravitation au voisinage de laterre,
» Interactions mutuelles dans le cas de I’ attraction universelle,

* Frottements,

»  |nfluences mutuelles dastiques.

5 _MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS'LE CHAMP DE GRAVITATION
TERRESTRE (Aua ) dpdlal) Jia 3 44,38 45 3)

Tous les projectiles qui tombent en chute libre au voisinage de la terre ont la méme
accdlérationg constante qui est dirigée vers le bas. On peut écrireg sous la forme:
g=-0.] =-9.8](m/s’), j éantlevecteur unitaire de |’ axe vertical dirigé vers|le hat.

On peut predire le mouvement d un-projectile lancé avec une vitesse initiae faisant un
angle avec I’ horizontale.

Nous avons pris connaissance dans |’enseignement secondaire que |’étude porte

essentiellement sur la détermination:
» Descomposantes delavitesse:

V (t) =V, =V,.cosa

V,(t)=-gt+V,, =—-gt+V, sina
» Desdeux éguations horaires :

X(t) =V,.cosat (t=0; x=0)

y(t) = —% gt’ +V,.sinat+y,

= De I’équation de la trajectoire: obtenue par éimination du temps entre les
équations horaires précédentes :

= —EL.XZ + (tga) X+,

2V,?.cos’
= L’apogée ou hauteur maximale atteinte par le projectile :
V,2.sin’ a
————— (9<0)

=h=-
Yimex 29
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), .
= Laportée: X . :—W (g<0)
A titre de rappel on se propose d’étudier I’exemple suivant :
Exemple 5.1 : Un projectile est lancé verticdlement vers le haut, a partir du sol, avec la
vitesselOms™
al Quelle est la hauteur atteinte par e projectile ?
b/ quelle est lavitesse du projectile apresl.5s depuislelancement ?
¢/ quelle est I'intervale de temps séparant I'instant du lancement et I'instant de
collision du projectile avec laterre ?
Réponses: a 5.Im b/ 4.7ms* ¢/ 2.04s

6/LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE (alall qiiall ¢3i8)

Laloi de gravitation universelle, qui a été établie par Newton en 1685, est la base de la
théorie qui explique de nombreux phénomenes physiques: a commencer par e mouvement
des planétes et en arrivant par la chute libre des corps en passant par le mouvement des
marreées.

Cette loi explique I’ attraction entre deux corps de masses respectivesM, etM, , séparés
par la distanced. Ces deux corps sattirent mutuellement avec deux forces directement
opposéesF, = -F,.

M, _ . M
R F .2
i ‘ F=G N F=G M, M, (5.6)
d | d? d?

Fig 5.3 : attraction des deux corps

+* Champ gravitationnel (duiad) Jsa):
La force d attraction terrestre est le poids. Il et de coutume de calculer le poids a
I'aide de I’accélération de la pesanteur g (5:m§). Grace a la loi de I'attraction

universelle et laloi de force du poids on peut déterminer I’ expression de g en fonction de
I’atitude:
» A la surface de la terre: Nous obtenons la valeur de I'accélération de la
pesanteur terrestre de la fagon suivante :

La terre m

F=Pp=6oMong, 5 g =6y (57)
R R

Constante de I'attraction universelle G = 6.67x107"*N.n?’ kg~
Masse de la terre M, =5.98x10%*kg

Rayon terrestre R = 6.37x10°m

Figure 5.4

L’application numérique nous donne|J, = 9.8N kg™
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" A la hauteur Zde la surface de la terre: Le vecteur de I'accélération de la
pesanteur terrestre a une hauteur Z du sol, c'est-a-dire aladistancer = R. +Z
du centre de laterre, s obtient par e raisonnement suivant :

am mMm
g/ Alasurfacedelaterre: P =mg, =G R .
l" "‘l\

: mM;,
Ala distance r du centre de laterreP=mg =G 2
2
Dou: (970 % (5.8)
Fig 5.5
Quant al’ expression vectorielle elle est :
2
g=-g, X 0 (5.9)

r

Exemple5.3:
Le soleil a une masse de 1.99x10*°kg, la terre une masse5.98x10* kg et la lune une

masse de7.36x10%kg . Le rayon moyen de I'orbite de la terre autour du soleil est

1.496x10"m , celui del’ orbite de lalune autour du soleil est 3.84x10°m.

al Caculer I'intensité moyenne du champ d’ attraction solaire tout au long de I’ orbite de
laterre autour du soleil.

b/ Calculer I'intensité moyenne du champ d’ attraction lunaire tout au long de I’ orbite de
laterre autour du soleil.

Réponses: a 5.9x10°N.kg™ b/ 3.33x10°N.kg™

+** Application : les satellites artificiels (ds k) L&Y):

Durant ces dernieres décennies la technologie des communications sans fil a
connu un- développement extraordinaire. Cette révolution est caractérisée par
I’exploration de I’espace par I’homme, et la mise sur orbite de milliers de satellites
artificiels géostationnaires, c'est-a-dire tournant & la méme vitesse que la terre, afin
d'assurer en permanence la télécommunication entre les différents points du globe
terrestre.

Pour satisfaire la condition imposée ci-dessus (satellite géostationnaire), des
calculs ont été effectués pour déterminer la hauteur correspondante. D’ apres les résultats

cette hauteur est z = 42.1x10°m, et lavitesse derotation v =3.08x10°ms™.
Nous laissons a I’ éudiant le soin de s en assurer lui méme de ces résultats.

Effectivement, c'est a la hauteur et a la vitesse précédemment calculées que les
satellites artificiels géostationnaires évoluent, comme I’ avait prédites la théorie.

Vu I'importance du sujet et en complément, et par souci de compréhension nous
pouvons gjouter quelques informations relatives au lancement des satellites artificiels.
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La seule force agissant sur le satellite artificiel est son poids ou force de pesanteur. La
phase étudiée ici est la phase baistique, cest-a-dire I'éape ou le satellite atteint le
point M, ( figure5.6) . En ce point \70 représente la vitesse initiale géocentrique du satellite
étudié, et ,ladistance entre |le centre de la terre et le point M, telle que I atitude mesurée a

partir de la surface de la terre soit comprise entre 100 et 200km. Le satellite doit évoluer a une
distance ne dépassant pas les quelques dizaines de fois le rayon de la terre, et ce afin de
pouvoir négliger lesinfluences de lalune et du soleil.

Phase de propulsion ——»."
(Moteurs allumés) .

La terre

Fig 5.6

Dans ce qui suit nous allons donner les définitions de différentes vitesses propres aux
lancements de satellites artificiels suivantes:

< Lapremiérevitesse cosmigue (A% 4 slide ) :
La premiére vitesse cosmique est la vitesse circulaire geéocentrique d’un
satellite artificiel tournant a basse altitude (située entre 100 et 200km depuis la surface
delaterre). Elle est donnée par I'expression :

V. = 'V'rTG (10.5)
0

En acceptantr, ~ R, =6400km les calculs conduisent a:

g, = MR:? ~10ms* =V, = /Rg, |~ /64.10° =V, ~ 8000

< Ladeuxiéme vitesse cosmique (4l 434S ds ) :
L a deuxieme vitesse cosmique est la vitesse géocentrique que doit atteindre un
satellite artificiel pour se libérer de I'attraction terrestre. Elle est donnée par la
formule:

2M .G

Iy

V, = = |V, =V,/2 (11.5)

2

En considérant le point M, au voisinage de laterre, on obtient |V, ~ 11000ms™

% Latroisiéme vitesse cosmigue (Rl 45 <l de ) :
La troisiéme vitesse cosmique est la vitesse géocentrique que doit atteindre un
satellite artificiel pour selibérer du systéme solaire.
Lescalculsont donné:

V, =16800ms* (12.5)
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7/ FORCES DE LIAISON OU FORCES DE CONTACT (& il 5 68 g puadlill (5 48)
Entendons nous qu’ici nous parlons des forces agissant mutuellement entre les corps en

contact.
La figureb.7 représente un corps solide pose sur une table. Le corps est en équilibre sur

cette table, c’'est adire que |’ accél ération est nulle(é = f)).

Face a la forceF , représentant |a résultante de toutes les interactions des molécules

constituant le corps, et appliquée alatable, cette derniére & son tour appliquelaforceF ' qui
est la résultante de toutes les interactions des molécules constituant la surface de la table qui
est en contact avec le corps. Les deux forces F et F' sont appelées forces de contact ou de
liaison a cause du contact des deux corps entre eux.

pretet] iy

IENA F=Y7

Fig 5.7 : Forces de contact

7/ FORCES DE FROTTEMENT ( ¢lsiay) 5 68)
Chaque fois qu’il y a contact entre deux surfaces rugueuses de deux corps solides, une
résistance apparait alors et s oppose au mouvement relatif des deux corps. Il existe plusieurs

types de frottements :
= Lesfrottements entre les corps solides qui peuvent étre statique et dynamique,

= Lesfrottements dans les fluides.
% forcedefrottement statigue( (4 sl elsiay) 5 ¢8)
Laforce de frottement statique est laforce qui maintient le corps en état de repos

méme en présence d’ une force extérieure.
» Casd’un corps posé sur_un plan horizontal :

Considérons le corps de la figure 5.8. 1l est soumis a quatre forces. Soit TS la

force de frottement statique. Pet N sont respectivement le poids et la force de
réaction. Pour que le corps posé sur la table se met en mouvement il faut lui appliquée

une force minimaleF .

NA

A

Fig 5.8 : Force de frottement

Lecorpsest aurepos: » F =0

En projetant sur les deux axes horizontal et vertical on obtient:
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N+F.sind-P=0
F.cosd - f. =0

Si I'angled était nul onaurait f,=F et P=N.

Remarquer que P = N avec N =P —F.sSin@ qui est laforce qui maintient le

corps au repos jusqu’ a ce que laforce F appliquée arrive a1’ arracher de la surface. Tout juste
avant d arracher le corps, laforce de frottement statique atteint sa valeur maximale définie par

laloi: f_=h,.N ou hestle coefficient de frottement statique et N laforce normale,

= | f.=F.cosg

Donc:
f<f . =hN (13.5)
Dans notre exemple:
N=P-Fsind=|f__=h.N=h(P-Fsnd)

Il faut que N >0 et par conséquent P > F.siné , sinon le corps se souléeve.

Exemple5.4:
Un corps de poids80N est posé sur la surface d’un plan horizontal rugueux. On applique

ace corps une force d'intensité 20N faisant un angle de30° avec I" horizontal. Le coefficient
de frottement statique étant 0.30:

al Quelle est I'intensité de laforce de frottement ?

b/ Quelle est I'intensité de laforce normale ?

c/ Quelle est I'intensité de laforce de frottement maximale ?

d/ Quelle doit étre I’ intensité de la force appliguée pour que le corps se décroche ?

Réponse:a f=173N , b/ N=70N , o f ., =2IN , d F=24IN

% forcedefrottement cinétique( Sad &lsiay) & 43)
La force de frottement cinétique est la force qui S oppose au mouvement du
corps sur une surface rugueuse. Son intensité est donnée par laformule :

f =h.N (14.5)

Remarque: Dans le cas des forces de frottement statique le corps est au repos, par contre
dans le cas des forces de frottement cinétique ou dynamique le corps est en mouvement.

Considérons I’ exemple schématisé sur lafigureb.9 :
N
A

|

A —
o
3
N
T
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Le corps est considéré a présent en mouvement. |l est possible de déterminer
I’expression de la force de frottement dynamique apres avoir posé |’ expression de la force
normale:

N=P-F.sng
f.=h.N
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, sachant quemest la masse du
COrps, NOUS pouvons crire:
F.cosd - f.=ma=|f =F.cosfd -ma

—[f =h.(P-F.sino)

Ouh, est le symbole du coefficient de frottement cinétique (ou dynamique) et N

représente laforce normale.
ICl on ne parle pas de force de frottement maximale.
A’ étudiant de trouver |’ expression de I’ accél ération.

Exemple5.5:
Un corps de massel0, 2kg glisse sur un plan horizontal rugueux sous |’ effet d’une force

d'intensité20N . Ladirection de la force fait un angle de45° vers le haut avec I’ horizontale.
Le coefficient de frottement dynamique est 0,15 . On prend g = 9,8mS‘2 . Calculer :
al laforce normale, b/ 1a force de frottement cinétique, c/ la résultante des forces,
d/ I’ accél ération acquise.

Réponse:a N=8582N , b/ f =129N , o/ F,=124N , d/ a=0.12ms?

% LESFROTTEMENTSDANSLESFLUIDES( aitall A cisisiayy)

Quant un corps solide se déplace dans un fluide (gaz ou liquide) avec une faible
vitesse relative, une force de frottement apparait. Elle se calcule par laformule :

-

fr=—Knv (15.5)

K : Un coefficient qui dépend de laforme du corps solide en mouvement dans | e fluide.
Pour une sphere, par exemple, on trouveK = 67.R, et par conséquent :

f. =—67.RnV (16.5)

Cette loi est connue sous le nom de L oi de Stockes.

n: Coefficient qui dépend des frottements internes dans le fluide (¢’ est a dire les frottements
entre les différentes couches qui sont en mouvement avec différentes vitesses). Le frottement
interne au fluide s appelle la viscosité, et ¢’ est pour cette raison quen s appelle le coefficient

de viscosité. Dans les liquides, le coefficient de viscosité diminue avec I'éévation de
température, par contre il augmente avec ladiminution de latempérature pour les gaz.

9/ LESFORCESELASTIQUES (&l s sal) :

Les forces élastiques provoquent des mouvements périodiques.

Par exemple : dans notre étude du mouvement rectiligne sinusoidal, nous avons vu que
I’ accél ération est calculée par :

a=-w’OM
En appliquant larelation fondamental e de la dynamique, nous pouvons écrire :

SF=F=F=ma ; F=-mw’OM =|F =—kOM (17.5)
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Celaveut dire, que pour le mouvement rectiligne sinusoidal, la résultante de toutes les
forces appliquées a un point matériel, est proportionnelle au vecteur position et de sens
contraire. Cette force est toujours dirigée vers le centre, ¢'est pour cette raison qu’elle est
appelée force centrale. Elle ne s annule qu’ au centre.

Par projection sur I’axe, on arrive alaloi de force suivante :

10/ FORCES D’'INERTIE OU PSEUDO FORCES (368! 4x& gl Aluaal) 5 68)
Lors de notre éude du mouvement relatif, nous avons rencontré la loi de composition
des accélérations:

8, =8 +4,+4

L’ observateur lié au repére absolu galiléen doit écrire:

£ =ma =mddvta . 9=7, = |E=m¥ (19.5)

a

L’ observateur lié au repérerelatif non galiléen doit écrire:

Fom =ml ; Fom@,-q-a)
Soit:
d_ ===
m—=F+F +F (20.5)
dt

Conclusion : Dans le repére galiléen on doit écrire :

. Y
F = md_
at
Dans |e repére non galiléen on écrit :
mY-F+E+E
dt

En comparant |es deux dernieres équations nous pouvons en déduire ce qui suit : on peut
appliquer la‘loi de la dynamique dans un référentiel non galiléen (R) a condition qu’au
termeF , qui représente les forces réelles, c'est-a-dire les forces résultant des effets mutuels
effectifs, on doit ajouter les deux termesF, etF, connus respectivement sous les noms de
force d entrainement et force Coriolis.

Ces deux termes traduisent laforme non galiléenne du référentiel (R) .

Tous les résultats de |a mécanique newtonienne peuvent étre utilisés dans un référentiel
non galiléen a condition d gjouter |’ effet des forces d'inertie al’ effet des forces réelles.

Par_exemple: Lorsqu’ un bus en mouvement freine subitement, un passager qui est a
bord subit I’ effet de laforce d'inertie.

Exemple d’application :
Un pendule est suspendu au toit d’une voiture en mouvement de transation accéléré
(voir figures.10).
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Nous allons recense les observations de chacun des deux observateurs dont |’ un, debout
estliéalaterre, I’ autre étant lié alavoiture.

Les deux observateurs constatent I'inclinaison du pendule dans le sens contraire du
mouvement de lavoiture.

(R —a(R/R) (R —*a(R/R)

(R) (R)

Observateur ié au repére (R) mobile Observateur ié au repére (RO) fixe

Fig 5.10 :

Par rapport a I’observateur fixe: la massem est en mouvement avec I’ accélérationa . Il
appliquelaloi (5.6) et écrit :

myzma = md—vz P+T
dt dt

Par rapport a I’observateur en mouvement : la masse M est en équilibre relatif. Cet
observateur considere que les forcesP et T. sont compensées par laforce d'inertieF, telle
que: P+T + IEe =0

En comparant les écritures des deux observateurs on en déduit que laforce d’inertie est:

F=-ma ; F=ma

L’ équation du mouvement appliquée au pendule dans le repére(R) s écrit :

av = = = =
m-—-=P+T+F +F
at
Or laforce de Coriolis est nulle puisque le repére(R) est en mouvement de translation

par rapport au repere fixe(R,) . Donc:
dv av
m— = ]
dt dt

=

g A cea N A
Onpose§'= g —4a, cequi nous permet d' écrire: ma:mg +T

Cette derniére équation montre gque tout se passe comme si a l'intérieur de la voiture
régne une pesanteur_apparente:

g'=g-a alg= g=g'+a’

Nous pouvons a présent calculer I'angle d’inclinaison du pendule qui est le méme pour
les deux observateurs:
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F_a

g

Nous pouvons aussi calculer la période des oscillations de faible amplitude par rapport a

|” observateur mobile:
T=27 —l =2r —l
g’ (g2 + az)l/2

Si lavoiture était au repos, la période serait plus grande :

7=27r\/I
g

Exemple5.6 :_Une personne se tient debout sur une balance pese personne a |’ intérieur
d’ un ascenseur au repos, ellelit650N . Combien lira-t-€lle sur la balance lorsque |’ ascenseur
se met en mouvement avec une accél ération de2ms *dans es deux cas::

al versle haut,
b/ versle bas.

tfana =

Réponse:
al Mouvement vers le haut : Par rapport & un observateur extérieur a |’ ascenseur, la

personne pése 650N et samasse65Kg -
L’ ascenseur est en état d’ équilibre par rapport a la personne qui est soumise aux

forc&ﬁ,ﬁ,fe. Ce quelit lapersonne est I'intensité de laréaction R de la balance, soit :
P+R+F =0=>R-P-F=0=R=P'=mg+ma

P'=mg'=m(g +a)| =65(10+2)

b/ Mouvement versilebas:
P+R+F,=0=-R+P-F =0=|R=P'=m(g-a)

P'=65(10- 2) P'=520N

11/ MOMENT D’UNE FORCE(32 aJ¢ )
% Soitlafigure5.11 ou A est un axe de vecteur unitairedi ; A et G sont de méme sens.
S0itO un point de cet axe:

UA
O\/ﬁ'
A
M
Fig 5.11
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R/

< Définition : On appelle moment d’uneforceF appliquée au point M par rapport
al’axeA lagrandeur scalaire:

—

7, =%, (21.5)

Avec7, lemoment delaforceF au pointO.
Remarquons que le moment de laforce 7, (grandeur scalaire) est laprojection du moment de

laforcez, (grandeur vectorielle) en un point de I’axe, et c’est une grandeur indépendante de
laposition deO sur |I’axe.

—_—
—

7,=OM A F (22.5)

s Expression du moment delaforce par rapport al’axeé :

La figure 5.12 représente une porte soumise a une force quelconqueF et
assujettie a tourner autour de I’axeA = Oz. Pour faire notre éude, nous optons pour les
coordonnées cylindriques(r,#, z) , les mieux adaptées a ce cas, et ayant comme origineO
et Ozcomme axe vertical.

Fig 5.12
Nous décomposons laforceF en trois composantes :
F=F+F+F =F=F.U +F.0,+F.0,
Ozétant |’ axe, donc U = U, et par conséquent 7, =7, =7,U, ; 7,=OM A F

r,=7,=(OM AF).0, =(r.0, +z0)A(F G +F. +F,.G,).0,
Effectuons cette opération qui est un produit mixte de vecteurs :

q -0, 0
r 0 z|=OM AF=0(0-zF,)-0,(r.F,—zF)+0(r.F,-0)
Fr F0 Fz

OM AF =—zF, 0 —r.F.0, +zF0,. +r.F, 0
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r,=(OM AF).0, =—zF,.0.0,—r.F.0,0, + zF .0,0, +r.F,.0,0,
0 0 0 1

(23.5)

Nous remarquons que les composantes radiale F. et axialeF, ne contribuent pas dans

le moment par rapport al’axeA .
Conclusion :

= Laforce radiadle F qui rencontre I'axeA n'a aucun effet de rotation sur la
porte (elle I’ arrache).

= LaforceaxiaeF, paraléeal’axeA naelleauss aucun effet derotationsur la
porte (elle la souleve).

= Laforce normalelfg perpendiculaire a I'axeA est la seule‘qui a un effet de

rotation sur laporte. Pluslalongueur du bras est grande, plusil est facile de faire
tourner la porte.

12/ LE MOMENT CINETIQUE (Suall ajal)

% Lemoment cinétigued’un point matériel en un point del’espace:

S0itO un point de I’ espace (il n’est pas indispensable qu’il soit au repos dans
un référentiel R ) :

On appelle moment cinétique d’un point matériel de massem, de quantité
de mouvement P et situé au point. M- par rapport au point O le produit

vectorid:

[,=OM A p (24.5)

Fig 5.13

Vu la similitude entre cette expression 5.24 et I'expression du moment
cinétique de la force 5.22, on peut qualifier le moment cinétique de moment de la
guantité de mouvement.

% Lemoment cinétigued’un point matériel par rapport aun axe:

Par comparaison avec la définition du moment d'une force par rapport a un
axe, on peut en déduire la définition du moment cinétique d' un point matériel par
rapport aun axeA comme sulit :
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L =Ca (25.5)

Remarquons que le moment cinétiquel, (grandeur scalaire) est la projection

du moment cinétiqueI:O (grandeur vectorielle) en un point de I'axe. L, est

indépendant du choix de lapositionO sur |’ axe.

Sans de nouveaux calculs et en se référant uniquement a la comparaison, nous
arrivons al’ expression du moment cinétique d’ un point matériel par rapport al’ axeOz
en fonction de la coordonnée transversale de sa quantité de mouvement, soit :

L, =L, =r.p, (26.5)

Partant des deux expressions transversales de la quantité de mouvement et de
la vitesse, nous arrivons a une nouvelle expression du moment cinétique en fonction
de lamasse, du vecteur position et de lavitesse angulaire::

p, =my,
Vv, =r.6 =|L, =L, =mr%4 (27.5)
L, =L, =r.p,

Remar que : Cette expression peut demeurer constante si 0=0w—= L, = mr’.o

OnposeC =r%.0
Sous I effet d'une force centrale, le vecteur position balaie entrelesinstants t, et t, le

triangleOP,P, dont I’ aire est ds =%r2.d0 , (figures.14).

Divisons les deux membres par dt :

os_1.d0_1., (28.5)
a 2 dt 2
On remarque que : E’:Erzﬂ':lC:Cte
a 2 2

Nous découvrons une expression appelée loi des aires relative au mouvement a force
centrale qui stipule que «le vecteur position balaie pendant des intervalles de
temps égaux des aires égales ». Figureb.14

Il est utile de donner par la méme occasion la définition de la vitesse aréolaire en

relation avec le sujet de la force centrale « la vitesse aréolaireﬁ est la surface

balayée par le vecteur position par unité detemps ».

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Dynamique du point matériel 154 Aol ddadil) &y o

Fig 5.14 : Schématisation de la loi des aires
les surfaces colorées sont égales

% Lethéoreme du moment cinétigue:

Enoncé: En un point fixeO d'un référentiel galiléen, la dérivée par
rapport au temps du moment cinéique d’un point matériel est égal au moment
delaforce qui lui est appliquée en ce point.

dls _ £ (29.5)

Lo_

Le moment cinétique joue pour la rotation (= =75) un role similaire a

celui que joue laforce pour Iatranslatlon( ﬁ =F).

Exempleb5.7:
Un point matériel M de masse m  vibre autour d’'un axe horizontal OZ

perpendiculaire au plan vertical (OX,OY) du mouvement (figure5.15). Sa position est définie
achague instant par ses coordonnées cartésiennes.

><v

Calculer directement :

1/ le moment du poidsP par rapport au point O, puis par rapport & I'axe OZ en
fonctionde x,g e m.

2/ le moment cinétique du point M par rapport au pointO, puis par rapport al’axe
OZ enfonctionde m,x,y,X et vy.

3/ Trouver I'équation du mouvement en appliquant le théoreme du moment
cinétique sur le point M .

Réponse:
1/ On calcule le moment de la force P appliquée au point M par rapport au

point O danslabase(O,T, T,IZ) :
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oS o i
o“}l
1
x
=

-]

y
0 mg
Par rapport al’axe A =0OZ , on obtient :

—

TA:(W/\ |3).k ;|74 = MOX

2/ Calculons le moment cinétique du pointM par rapport au point O dans la
base (OTIIZ) ,

I i -] k
Lo =OM Ap| - = Y\
D= h=x oy 0 Lo =m(xy— yX)k
p =, + v, X y O

Par rapport al’ axe nous obtenons: A =0Z

La :(W/\ p)R » o =m(xy—y>'<)

Appliguons le théoréme du moment cinétique :

di. . o S —
d—Lf=ro ; m(xy + Xy — Xy — yX)k=mgxk = |xy— yX = gx
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EXERCICES

* %

Exercice5.1

Un corps D de masse 5,5Kg (figure ci-dessous) se
déplace sans frottement sur la surface d'un cbne
ABC, en tournant autour de I’'axe EE' avec une
vitesse angulaire de 10tours/ mn. Calculer :

al lavitesse linéaire du corps,

b/ laréaction de la surface sur le corps,

¢/ latension du fil,

d/ la vitesse angulaire nécessaire pour rendre nulle la
réaction du plan.

Onprend g =9, 8ms™

1.5 (ppal
che o @lSial (50 5,5kg4aiS D ans Jiiy
Jss a3 )ea elly o o(Jau) & Jsal) ABC Ly i

:cwaal L 10tOUrs/ MNasy ) de yu EE' sl
canall yladl) de ) /)
camanll o mhadl Jad 3y [
bal jig [z
Jui o) aamiy S AU A0 de ) /o
.0 =9,8ms™ 2l . sl

Exercice 5.2
En considérant les forces de frottement comme

négligeables ainsi que la masse de la poulie,

1/ montrer que la barre AB dans la figure ci-
dessous sera en équilibre a condition que I’ équation
suivante soit vérifiée:

m (m, +m;)l, =4mmj,,

2/ trouver la force que le couteau exerce sur la

barre.

2.5 (p
:B)S._JI M\ﬁ}%d&‘j\ L5,9§ )\.\:\QU
05 o OsSs adid JRa el o g /1
W) Aabadd) B8a o oy
m (m, +my)l, = 4mmy,
il e Sl Ly 3 5 ) o /2

S S

A
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Exercice 5.3
Dans cet exercice on néglige les forces de
frottement ainsi que les masses des poulies et celles
des fils que nous considérons comme inextensibles.
Trouver les accélérations des corps de la figure ci-

dessous dans les deux cas (a) et (b)

3.5 (ppal

apball ALE e s yies Al da gl

Oillal e S 6 alinf JSA) aleal cle s aa

-(b) 5 (a)

Exercice5. 4
La figure ci-dessous représente un corps dont le

poids est 5N et qui repose sur un plan rugueux
incliné de@ =35°. Le coefficient de frottement

statique est 0.80 . On prend g =10ms 2.

al Quel doit étre I’angle d’inclinaison pour que le
corps décolle ?

b/ Quelle est la force de frottement statique
maximale?

¢/ Quelle est laforce normale pour 35° ?

d/ Quelle est la force de frottement statique pour une
inclinaison de35° ?

4.5 (p oyl

Gsima o lepnge BN Alfi lewa JSE) Gy
Sl M) dalee L0 =357 — Jile s
.g=10ms? L .0.80

¢ aad) iy S A DU ol Ayl 5 8 L))

¢ Laabicl) oSl Ayl s 8 o L o

¢ 35° Jue dic Zpalalil 548 & Lz

€35° Juall 2ie Sl SllSiaY) 5 8 4 L /o

Y
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Exercice 5.5
La figure ci-dessous représente un corps dont le

poids est8N et qui repose sur un plan rugueux
incliné de@ =35°. Le coefficient de frottement
cinétique est 0.40 . On prend g =10ms ™.

al Quel doit étre I’angle d’inclinaison pour que le
corps glisse avec une vitesse constante ?

b/ Quelle set la force normale pour une inclinaison

ded =35° ?
¢/ Quelle est laforce de frottement pour @ = 35° ?
d/ Quelle est I'accélération pour une inclinaison
ded =35°?

5.5 (i pal

G e le pmge BN aldh lewa JU py
A Soal SRy Jaaa .0=35° & Jile i
g=10ms? l.0.40
Ge g anad) JEy S A0S Qudll g5 A L)
¢ 4l
¢ 0=35" Jao dic dpalalill 3480 & L/
¢ 0=35 xc Sl d<aVlsgd ak/z
$0 =35° Ju die g Ll 58 L /o

Exercice 5.6
Un corpsB de masse 3K est placé sur un autre

corpsA de masse 5kg (figure ci-dessous). On

suppose qu'il N’y a pas de frottement entre le corps A
et la surface sur laquelle il repose Les coefficients de
frottement statique et cinétique entre les deux corps
sont respectivement 0,2 et 0,1.

al Quelle force maximale peut-on appliquer a chague
corps pour faire glisser le systéme en maintenant
ensembl e les deux corps ?

b/ Quelle est I'accélération quand cette force
maximale est appliquée ?

¢/ Quelle est I accélération du corps B si la force est

6.5 (p st

ARl s Je 3kg S B s g
AlSial 25a 5 pie L (JiuY) 8 JSaD) Bkg aits
Sualee e S M zhall 5 Asaal o
sl L Gpesall n (Sl 5 SsSl dlsiay)
.0150,2 0

pen S o Ll (Sadll dualac¥) 3 8l o L /)
flae Gpavall o8 ao dlaall 8155 Js

Saalac V) 5 a8l o3 Gudai oa g Ll g L [

35l (e Sl 38 il 1Y Bawall g b 4 L[z
didae $ Aauall o didas oDlel 5 sSaal dudacY)

plus grande que la force maximum ci-dessus et est § Bawall e
appliquée au corps A ? et appliquée au corps B ?

B —

A P
Exercice5.7 7.5 (Al

On pose une massemz sur une masseml, puis on

pose |’ensemble sur un plan incliné d'un angle & par
rapport & I’horizontal. Le coefficient de frottement

cinétique entrem, et M, esth,, et entrem et la

Al Cmana 'Jeﬁcmm@)ﬁwmm Ay
Ay dalra 3 ae o dys) 3 Jle 6 sine o
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surfaceinclinéeil esth, .

Calculer les accélérations des deux masses.
Application numérique :

h=2h,=0,3, m,=8kg ,
m =5kg , @ =60° , g=9,8ms”

.hl}z
e (bl
h=2h,=0,3, m,=8kg ,
m =5kg , @ =60° , g=9,8ms”

Exercice 5.8
Les masses des corps Aet B sur lafigure ci-dessous
sont respectivement 10kg et 5kg . Le coefficient de

frottement de A avec latable est 0,20. La masse

de la poulie est négligeable. Le fil est inextensible et
de masse négligeable. Trouver la masse minimale de

C qui empéche A de bouger.

8.5 (p sl
Slo L aladd J<i) e By Afpewal GBS
Al e A i) Jalas . 5kg 5 10kg N 53l
Jage Jadll (g jiis LS 5 K4 AU Jagd . 0,20 o
C dmayl A 2y LLlaia)) ape 5 ALY
1) el g ls cual dpadll e Aps

Calculer |’ accélération du systéme si on souléve C . LClad,
A
X / B
Exercice 5.9 9.5 (i pad

Un point matériel de masse Mest lancé avec une
vitesse initidleV, faisant un angle €@ avec

I"horizontale. Il est soumis au champ de gravitation
terrestre.

|. Letir alieu danslevide:

1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique. Calculer alors

sl Vo ddioy de ju M @EES 4le Adadh (ol
e )Y Apdlall Jial ads 5 ) ae O )

1A (B e Al I

) ) lede Guda 5 Al ddaiil J3e) /1
LA (1) g ol s Causa) Sl il

HERWeN

I’accélérationé.(t). e
Calculer : .V(t)lc).ud\ /2
2. lavitesseV (t). .OM (t) g sl /3

3. lapositionOM (t)
4. ladistance OA.
5. I'altitude maximale Z__  atteinte par ce projectile.

Il. Letir alieu dans!’air :
Le point matériel est soumis & un frottement

LOA= X 4l /4

RERELRUPR I NN -3 FAF R 1

o) o) (B ol [l

ol Adasll aaads
. ]?:—k.Vt)ﬂ\
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visqueux dutype f =—K.V :
1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique.

~ dv
2. En remplacant a par a montrer que I’on

obtient I’ équation différentielle suivante :
av k.
—+—V=g0.
dt m
3. En déduire I'expression vectorielle de la vitesse

instantanée\7(t) . Montrer que celle-ci tend vers une
TR |
valeur limiteV, = g?.

4. En déduire la positionOM (t) Ecrire les
expressions des composantes de ce vecteur.
5. Calculer I'instant t, pour lequel le projectile

atteint le sommet S de la trajectoire et en déduire les
coordonnees X et Z, correspondants.

6/ Démontrer que la trajectoire a une asymptote
lorsquet — .

I11. Synthése graphique:

Tracer qualitativement sur un méme graphique la
trgjectoire dans les deux cas suivants :

1. letir alieu dans le vide (pas de frottement).

2.letir alieu dans|’air (frottement visqueux).

b Jad) e Bula 5 ol dasd) Je) /1

Glo deany Wl Gy« 3—\:~. domsiy [2
ﬂ+5\7:g A Alalil) Alslaa)
dad m

V(1) Rdaall de pull daeladl) 5 lall s /3
V _.m., IS - o . A . i w
'Vng?‘*:‘hA‘“:‘auJ‘\ d}}laﬁ‘}l\ o (o oy

A e S OM (1) sl sl /4
gl 138
S 55,0 44N e i At Aal) sl /5
cZg 5 X Ofwnliall Gaflaall At g el
ot 00 Ladie Uy lie Uad Jiy Slesddl o 250 /6

Aty Aada /I ]

G oo o e jluall dal JSE) e
1ol

(M) 35m s pae JE I & el i /1

(g 2V ASin) 35m g Yo sell b el S /2

Exercice 5.10

Une demi sphére de rayon R=2m et de centreO
repose sur un plan horizontal. Une particule de
masse M, partant du repos du point M, situé en haut

delademi sphere, glisse sous |’ action de son poids.

1/ Ecrire I"éguation différentielle du mouvement de
la particule au cours de son glissement, sachant que le
coefficient de glissement sur la surface de la sphére
est i .

2/ En négligeant les frottements:

al démontrer que la vitesse acquise au point M

défini par I’angleé’:MOMO est donnée par

I'expression V= ,/2Rg (1— COSl9) ,

b/ en déduire alors I'angle d, sous lequel |a particule
quitte la surface de la sphére, discuter |e résultat,
¢/ calculer lavitesseV,, correspondante.

3/ Au moment o la particule quitte le point M avec

10.5 ¢y yad

O L y R=2mM ki caai3 S g
OsSd oo M LEES dapua @138 LB (g e o
Caai ol 848 ) M adaiil e Ll ils cany
RPN

L dauall o2a A8 jal Aloalal) dlaleall (o) /1
e Glo YY) Ay deee o Lle LY 3
U o s S

rlSiaY) Jlaaly /2

A el M dkil die dusSa) de syl o G /)
Bl s =MOM,
«v=,/2Rg(1-cosh)

el e A B Ryl joie Bae i [
MAALS\ u,é\.a 43_)55\ C.Lu.n w\ ‘)JUC}

L4388 gal) Vo ic yull u.u;\ /C
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lavitesseV, , on demande :

al de trouver la vitesseV instantanée en fonction
deg, RV, 6,1,

b/ les modules des forces tangentielle et normale.

Vode yulh M dkd) dapall 30k 2 /3

tallay
ANy Al Alall v odeLud ey )
‘g,R,Voyeo,t

SAgalalil) 8 g8l) 5 dsulaall 3 80 Sad [

0

—~

Ve
O L Y
Exercice 5.11 11.5 (ppad
La fusée « Apoallo » effectue un voyage de la terre a Sl ) &l o 5 a4 s
. ) a¥) e Als g a2 LA
la lune. La lune est a la distance3.84x10°m dela | . ) < 8 .. = C..
terre. La masse de la terre est5.98%107 kg tandis | . . ; o .
0 _yadll A< L 5.98x10% kg oY)
que celle delalune vaut 7.36 X 10 kg . 7.36x10%kg

al Quelle est I'intensité du champ de pesanteur de la
terre lorsgue la fusée se trouve a mi-chemin entre la
terre et lalune ?

b/ Quelle est I'intensité du champ de pesanteur de la
lune lorsgue la fusée se trouve & mi-chemin entre la
terre et lalune ?

d/ Quelle est I"intensité du champ résultant du champ
de pesanteur de laterre et celui de la lune lorsgue la
fusée se trouve a mi-chemin entre laterre et lalune ?

e/ A quelle distance du centre de la terre le champ
résultant des deux champs terrestre et lunare
s annule-t-il ?

058 Leavie Lo Y1 duilall Jis 3ad 4 L))
¢ ol 5 V) G Aa ) Caatia b g jlal)
058 Leadie Al Al Jis sl 4 L fo
¢ sl 5 V) G As ) Chaiie 5 g jlal)
jMJ‘X\MJM\dﬁ;ucC_MS\M\cJM@LA/C
M@C}JM\UJ&QMMJAQ\MA&\J&
¢ el 5 Y o Als

gl Jiad) aaeiy i) S e 2 6l e o
¢ el 5 ¥ Glla e

Exercice5.12
On dispose de deux ressorts linéaires identiques de

longueur au repos | . Chacun, soumis & un poids F% ,
prend un allongementlo, déterminé par leur raideur
communek. On suspend un poidsP, a I'un des
ressorts et on tire horizontalement le poids a I’ aide de

I’ autre ressort que I’ on tire avec une force variable F.
Le premier fait alors un angle & avec la verticale.
Pour chague valeur de « correspondant a une

force F , le ressort (1) prend un allongement |1 etle

ressort (2) un alongementl,. Calculer les

allongementsl, etl, enfonctionde & et |, .

12,5 (p sal
| lagie JS s Gafilai ubad s e jigi
uh P Lgie S gty g oS Al
Gl KAS jiidl Lagiig pe iy sadaa of jddUaid
o g J8Y L a5 gl sl ) POOE
O aiay . F 5y 558 4dad oM AY) (il
foulie @ Aad S Jal e JAL pe @ id)
(2) a5 L— (1) gl Jibiy ¢ F 34l

-lo_j a Ny |2J |1ugASLLuu\>f\ u.u;\ |2—1 ‘;_al_d\
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>

o

Exercice5.13

On donne le vecteur position d'un corps de masse

6kg : 7 = iﬁ.(3t2 —6t) + T.(—4t3) +k.(3t+2)(m)

Trouver :
al laforce F agissant sur le corps,
b/ le moment de F par rapport al’ origine,

¢/ la quantité de mouvement P du corps et son

13.5 (o pad
: BKQ ALLS aunl o sall gl lany
.(3t2 —6t) + T.(—4t3) +k.(3t+2)(m)

F=i
:J.AJ‘

caal e s isdl Fos sl /)

daall Ll Foae /o

Ly (Sl aade 5 auall P AS Al 48 [

moment cinétique par rapport a1’ origine, ¢Jagall
o vt = _dp - _dL d . - _dp
verlflerqueF—a etquer—a. gy sF=2 4 st/
dt dt
b4
Exercice 5.14 14.5 (o pad

Un pendule est constitué d' une masse M accrochée au
pointM & un fil de masse négligesble et de
longueur | . Le fil est repéré par rapport a la verticale
par I'angle orienté . Le mouvement s effectue sans
frottement.

1/ Exprimer dans la base(O,l]r ,U(,,UZ) la vitesse

deM par rapport au référentiel R.
2/ Etablir I’ équation du mouvement en utilisant le
théoreme du moment cinétique dans chacune des deux

bases(O, d,,d,, UZ) et(O, a,, Uy, UZ) . Démontrer

guelles sont équivalentes Retrouver cette méme
équation en appliquant le principe fondamental de la
dynamique.

3/ En considérant des oscillations d’ amplitude &, ,

trouver I’expression de la tension du fil lors du
passage du pendule par sa position d’équilibre. Quelle
est donc la condition sur la tension du fil pour que
celui-ci ne casse pas ?

Lal M adad 4 i MAS e Gl s oS0
ClSia) () 52 AS al) B L G g sall 4 b J 8Ll

e «(0,0,,0,,0,)sed & e /1
R s all Ll M ey

SSoal el 4yl Jleindy 48l Alales a2
(0,u,,d,,u,) oo S G
a2 g olied) o opx - (0,0,,0,,0,) 5
vl paill ) el Bkt L Asladdl 20 (e

Gyl 8yl Al @iy &) ey el /3
ase oo sl e e bdll B le aa
P bl o) a k. mg,l ANy o)) sl
fakiy ¥ s Jadll

Cbac @)
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Exercice 5.15
Deux boules identiques, assimilables & deux points
matériels de massem, sont fixées aux deux

extrémités d’ une barre AB de masse négligeable et de
longueur 2d . Cette barre, astreinte a rester dans le

plan (OX,OY), est articuléeen G aunetige OG
de masse négligeable et de longueura. Le
mouvement est repéré par les angles &, et 6, (voir
figure).

Calculer directement le moment cinétiquel:O du
systéme par rapport au point O  en fonction
dem,a,l,b, et 6,.

15.5 (y pal

I3 il Gfadath Lagaia i ¢ illaie (S S
.2d alsh 5 Alege 4 AB (anzmd ilgd 8 cMALS
(OX,0Y) s siusall b oladl o yemall Canadl 138
O Al sk 5 Aege LS Blu e G (F Jiaidic ¢
(dsa) h) 6, 5 6, o g b AS Al

Ay Alall Lo Soal adall 3 dke ol
.6, s ma,l,0,4yy Okl

Exercice 5.16

Un point matériel M, de masse m , lié par un fil
inextensible de longueur | aun point fixe A , tourne
avec une vitesse angulaire constante @ autour de
I'axe AZ .

1.« étant I'angle que forme AM avec la verticale,
calculer la tensionT du fil puis I'angle a en
fonctionde m, g,l etw .

2. Calculer en coordonnées cylindriques d'origine O
I’expression du moment cinétique deM  par rapport
aA.

Vérifier que sa dérivée par rapport au temps est égale
au moment par rapport a A de larésultante des forces
appliquéesaM .

16.5 (p yad

e b dlase (mMLAS M dole At 5
AZ jodll Jsn ARG dha ) |4k saqll
NORSLERPBEIPAT

e AM Lias 3 A0 4 g 1Y /1
ad il & Lall T gl «d Al
.o s Mg,y

3oke Olasdl @y 4l shul) Gyl cual /2
A Ay M S all e

il Abana pje (gl (sl Apailly aiide o S
M aaly ALl dida)

@ ZA

A
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Exercice 5.17
Un pendule simple est suspendu au toit du wagon
d'un train qui roule en ligne droite sur un terrain plat a

une vitesse de120kmh™. Un passager s apercoit que
le pendule dévie subitement vers la droite, faisant un

anglear =10° avec la verticale; il conserve cette

position pendant 30secondes, puis revient a la
verticale.

1/ Comment
pendule ?

2/ Calculer le rayon de courbure.

3/ De quel angle le train a-t-il tourné ?

Onprend g =9.8ms™?.

interprétez-vous la déviation du

:17.5 (i sad
ba o o Ul 4 e i () Blee daps Gl 58
Ll L 120KMh Y o 4y sise dpia ) (358 aifiuse
b el gt slad Caany gl o il
o) 1w e Ll ¢J8l ae =104
dﬁhﬂ\ LA\ gy (Jl cdnl 3032

el Ge sl Gl s e CaS /1

celiad¥) HhE Caal caual /2

¢ sl gy Jlaiad A g 3 o Le /3

.0 =9.8ms? b

Exercice5.18

Une corde de masse M uniformément répartie sur sa
longueur L (figure ci-dessous) peut glisser sans
frottement sur la gorge d'une poulie bloguée de tres
petit rayon. Quand le mouvement

commence BC = b . Montrer que lorsque BC = E L,

I” accélération est a= et la

vitesseV = \/2—g(bL—b2 —E L
L 9

Application numérique: L =12met b==7m

— wl@
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Exercice5.19
Un point matériel M de massem se déplace sans
frottement sur la surface intérieure d’'un cone de

révolution d’axe(OZ), de sommetO et de demi
angle au sommet & .

A Tlinstantt , M, a pour coordonnées
cylindriques(ro,HO, ZO). Dans la région considérée,
I accélération de pesanteur § sera considérée comme

uniforme. Le référentiel]R(O,Ur,Ug,U) est

galiléen.
1/ Montrer que la cote du pointM , notéez, est
donnéepar:ZIrﬁ.

r.0

2/ Appliquer la relation fondamentale de la
dynamique dansR et la projeter sur la base locale des

coordonnées cylindrique's(l]r ,UH,UZ). Ecrire le
systéme des trois équations différentielles obtenues.

3/ Déduire la relationd = f (ro,vo,r) de
I’expression de la composante orthoradiale de
I’accélération du point M .

4/ Mettre I'équation différentielle d'intégraler (t)
souslaforme:

. A(ro’r\;o’zo) =B(r,, 2, )

5/ Pour quelle vitesse initideV; = f (Z),g) le
point M at-il un mouvement circulaire uniforme de
rayon , sur le cone, autour del’axe(OZ) ?

6/ Multiplier par 2" les deux membres de I’ équation
différentielle de solutionr (t) et I'intégrer une fois

par rapport au tempst. Présenter I'éguation
différentielle obtenue Sous la

forme: 1% = f (1y,Vy, 2,1, 9).

19.5 (pyad
sl dl&ial e migh M dnl dhs Jan
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.S R(0,0,,0,,0, ) g e
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Sl Lt el Al a5 550 LS 5 (1) dad)
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Exercice 5.20

Une particule de chargeq et de massem, se
déplacant avec une vitesseV ~ dans un champ
€lectromagnétique ( (le champ éectrique étant EK et
le champ magnétique Bi ) subit une force de la
forme: F :q(E+\7/\ I§).

On suppose E et B constants en module et sens.

Montrer dans ce cas que la particule se déplace dans
le planyOz selon une traectoire en forme de
cycloide d' éguations :

y(t)=a(¢-sind)et z(t) =a(1-coso).

Q:q_B

m
Aveca=— et . La vitesse initiale est
q

nulle.

20.5 ¢y yad

@ Ve ju MEEES 5 0 lgiiad dapa & )am
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Corrigésdesexercicesde5.1a 5.20 205 115 e o ladll

Exercice5.1:
al Puisque le mouvement est circulaire, lavitesse linéaire du corps est :
Convertissons la vitesse angulaire dans les unités du systéme international :

= 106,28 _ 1,05rad.s*

Calculons le rayon du mouvement circulaire gu’ effectue le corps autour de I’axeEE" :
r=1.sin60° , r=4,5.087=r=39m
D'ou: v=10539=|v=41ms"
b/ Calcul de I'intensité de la force de réaction du plan sur le corps: le corps est en
mouvement circulaire uniforme sous |’ action de forces dont la résultante est une force centrale
de modulemw® . Projetons les différentes forces sur les deux axes (voir figure).
P+T+R=mw’r.i

T.sina - Rcosa = mw’r — (1)
P-Rsina-T.cosa =0—(2)

E

E vy

Eliminons la tension entre les-deux équations(1) et(2)pour obtenir le module de la
réaction :
T.sina _ R.cosa + mo’r _ Rcosa + mw’r

= : = 1tga .
T.cosa P-Rsna P-Rsn«a

R=m(g.sina-w’r.cosa)|—(3) ;

¢/ Latension du fil peut ére calculée apartir de |’ une des deux équations(1) ou (2) :

2
1= Reosa+moT =meTN

Sna
1=P-RSha =737\
COSo

La différence entre les deux valeurs de la tension est due a la valeur approchée que nous
avons prise pour chaque cas.

d/ La vitesse angulaire nécessaire pour que la réaction du plan sur le corps s annule est
déduite de I’ équation(3) :
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R= m(g.sina—a)z.r.COSa) =0

.Sina .Sha _
a)2:g = g =|lw= 9 , a):2,1rad.sl
r.cose¢ l.sina.cosa \'| cosa

Exercice5.2: AR
1/ Nous représentons toutes les forces

agissant sur le systeme. L’ équilibre du systéme — <~—— 1~>407 l, ——»

est vé&rifié si la somme agébrique des moments

>
o

des forces appliquées sur la barre par rapport a
I"axe (le couteau) est nulle, soit @z, =7, A -

|

,_\
T

Pour calculer I'intensité de la tensionT,
on doit calculer d'abord I’ accélération des deux

massesm, et m, par rapport a la poulie en
rotation sans trandlation. Pour cela on applique
larelation fondamentale de la dynamique :

el %

P - = . _
3 T3 rTEa . a:rTE rnZg
- +T,=m,a m, +m,
D'ou:
B-T,=mua=T,=m(g-a)
~-B+T,=m,a=T,=m,(g+a)
m,—m, :>T:4g%
a=—2 2 m, +m,
m, +m,
T=T,+T, , T=m,(g+a)+m,(g-a)
Pourm : B =T,

D’ apres le théoreme des moments: 7., = Te =Tl =TI,

Et alafin: mgl, =4g LRl 1, ={m(m, +my) ), = 4mm,l,

m, +m,
2/ L aforce appliquée par le couteau sur la barre est égale a la résultante des deux forces
parallélesT et T;:
R=T,+T = R:g(ml+—4mzm3 J
m, +m,
Exercice5.3:

Premier cas: (voir figure ci-dessous).
Nous sommes en présence d’' un exercice de dynamique associé au mouvement relatif.
Commencons par appliquer le principe de la relation fondamentale aux masses m , m,

et m:
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I =ma o
5T, =ma|  [hTMA
F*>2+*2:mz_32®2%+1=2ms-53
- ~ 2P, +T =2m a
T2:3:%T1 2Tl m,.a,

Premier cas Deuxiéme cas

Nous connaissons la loi_de composition des accélérations pour le mouvement relatif de
trandation (sans rotation):&, =4, +4d,. L’accélération dentrainement est égae a
|"accélération de la poulie en trandation, c'est-a-dire &’ accél ération de lamassem (8, =4,) .
Quant al’ accél ération relative @ elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur lafigure :
Pour lamasse m, |’accélération absolueest: a, =a —a,

Pour lamasse m, |'accéération absolueest: a, =a, +a,
Par projection, nous pouvons écrire :
T, =ma, > (1)
T,-2R,=2m,(a -a)—>(2)
~T,+2R,=2m,(a +a,) > (3)
Nous venons d’obtenir un systéme d’ équations a trois inconnues. L’ accélération relative

commune est déduite de I’ équation (3):

_2mg-2ma-ma | .,
3 om, a|—(4)
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Remplagons a par sa vaeur tirée de I’équation(Z) pour trouver I'expression de
I’accélération a delamassem, :

- 4m,m,
= g|—(5
o mm, +mm, +4m,m, S

Revenons a |'expressi on(4) pour calculer I'accéération relative en remplacant
|” accél ération absolue par savaleur que nous avons trouvée dans |’ égquation (5) ;

mm —mm, a| - (6)
mm, +mm, +4m,m,
Il devient facile maintenant de déduire les deux accélérations restantes a, eta,.
L’ accélérationa, delamassem, :

al’=

mm-mm___ 4mm, y
mm, +mm,+4mm, ©  mm, +mm,+4mm,
a, = oM.~ M, — 4mym,

mm, +mm, +4mm,

8,=8 -8 ; &=

g

L accélerationa, delamassem, :
m,m—mmy, g+ 4m,m, 9

mm, +mm, +4mm, ~ mm, + mm, +4m,m,

a, = mym —mm, + 4mm, g
mm, +mm, +4mm,

B=q+ta ; 8=

Deuxieme cas : (voir figure ci-dessus)
Nous commengons par appliquer la relation fondamentale de la dynamique aux masses
m., m, et m;.

T, = ma, o
T=ma| [L=Mma
_'2+_'2=m2_éi2 <:32':)3"' 1=2nE-53
L _ 2P +T. =2m A4
T2:T3:%Tl 2Tl m,.a,

Comme _dans le premier cas &, =4 +8,. L accélération dentrainement est égale a
|"accélération de la poulie en translation, c'est-a-dire &’ accél ération de lamassem (8, =4,) .
Quant al’accélération relative a elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur lafigure:
Pour lamasse m, son accélération absolueest: a, =a —a,

Pour lamasse m, son accélération absolueest: a, =a, +a,
Par projection, nous pouvons écrire :
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T, =ma, —(8)

T,-2R, =2m, (3 -a) - (9)

~T,+2P, =2m,(a +a,) > (10)
Nous venons d’ établir un systeme de trois égquations a trois inconnues.
Nous en déduisons |’ accél ération relative commune de I’ équation (9) ;

Q= (m—m)gz;](zmﬂmz)al ol > (11)

En remplacanta par sa vaeur dans I’équation(lo) nous trouvons |’expression de

I’accélérationa, delamassem, :

_4mm, —mm, —mm, 9 _)(12)
mm, + mm, +4m,m,
En revenant a I'expression (11) nous calculons |'accélération relative en remplagant

I’ accél ération absolue par savaleur que nous venons de trouver dans I’ équation (12) ;

2 -2
mm, + mm, +4mm,

Il est facile & présent d’ en déduire les deux accél érations manquantes.
Expression de |’ accélérationa, delamassem, :

2mym —2mm, g- 4m,m, —mm, —mm,
mm, +mm; +4mm, = mm, +mm, +4m,m,
3mm —mm, —4mm,
mm, +mm, +4m,m,
Expression de |’ accé ération a, delamasse m, :

2m;m —2mm, g+ 4m,m, —mm, —mm,
mm, +mm, +4mm, = mm, + mm, +4m,m,

g, = 4mm, —mm, —3mm,
mm, +mm, +4mm,

B=a-a , 8=

a2=

&=8 +8 5.8, =

Exercice5.4:
al Angle d'inclinaison nécessaire pour que le corps décolle.
Quand la force de frottement statique atteint sa valeur maximale pour un angle de

décollaged,, appelé angle de frottement et qui est un angle limite, elle s'équilibre avec la
composante du poidsP, , & ce moment I3, le corps décolle:
foma = P, =Mmgsing,
fomam = UN = (tgb, = | , tg9d, =0,80= |, =38,66°
N =P, =mg cosé,

b/ Intensité de laforce de frottement maximale :
fs’max =UN| , fsmax =3,13N

¢/ Laforce normale pour I’angle35° :
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N =P, =mgcosd| , [N =4,1N

d/ Force de frottement pour I’ angle35° :
f,=PB,=mgsing| , |f,=2,87N

Exercice5.5:
al Angle d'inclinaison nécessaire pour que le corps se déplace a vitesse constante, cela
veut dire que la somme des forces doit étre nulle :

f +P+N=0
Par projection sur les deux axes, il vient :
P—f.=0=mgsing, = 4N
P,—N =0= N =mgcosé,

= [tgd, = 11.] , 196, =0,40 , [6, = 21,8°

b/ Force de frottement pour |’ angle35° :
IN =mgcosd|, |N =6,55N|
¢/ Force de frottement cinétique pour |’ angle 35°:
f.=uN|; |f.=2,62N
d/ Accélération pour |’angle35° :

mgsing— f, =ma= M990 F | Ho57eN]

Y
y

Exercice5.6:
al Pour gque le systeme glisse, tout en maintenant ensemble les deux corps, il faut que les
deux corps aient la méme vitesse, donc la méme accélération par rapport au plan fixe.(Du

A.FIZAZI Univ-BECHAR LMDYSM_ST



Dynamique du point matériel 173 Aol Adadil) &y a5

point de vue du mouvement relatif, il faut que I’ accélération absolue du corpsB soit égale a
I” accél ération d’ entrainement du corps A).

SoitF , la force qu'il faut appliquer sur le corpsA pour que le systéme glisse tout en
maintenant les deux corps ensembles. Figure (a)

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique pour calculer |’accélération des
deux corps:

Pour le corps A :

+P+N= + a = + =

F+P oN (my+my)a , F=(m,+m)a=a o

Pour le corpsB : par rapport au repére fixe il est en mouvement, mais par rapport au corps

Ail est au repos. C'est pour cette raison que la force de frottement agissant-sur lui est une
force de frottement statique. On peut donc écrire :

- fs,max,A = rnA'a

fs,max,A =UN, |=>a=

- (1)

_:usmAg

A

=a=-40-(2)
NA = PA = mAg
Pour en déduire laforce, il suffit o' égaler les deux équations(1) et(2) :

L A GO
NN N
f'S‘BA B ‘ " B *‘ ?+
P
5 5
(a) (b)

b/ Accéération du systéme quand on applique laforce F :
Par rapport au plan de glissement il n'y a pas de force de frottement. Le systéme est donc

soumis au forcesP, N et F . Figure (b)
Larelation fondamentale de la dynamique nous permet d’ écrire :
P+N=0 F
—>la=—
F=(m,+m)a (m, +m,)
¢/ Accélération du corpsB, par rapport au corps A, s la force est appliquée sur le corps
A (figure (c)) :

. la=1,96ms™

A
B
A

—5

}
+
!
O_hl
vy)
vs)
T

—+

(d)

Le corps B est soumis atroisforcesP,, N, et fC’B (force de frottement cinétique, car le
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Corps B est en mouvement par rapport au corpsA). Le corps A qui est soumisala

forceF portele corpsB.
Appliquons larelation fondamentale de la dynamique au corpsB

P,+N; =0
—f = a'
c,B rnB —a'= lucrnt — a':_lucg , a':—0,98rns_2
fc,B :lLICNB rnB
Ng = Mg

Lesigne négatif indique que le corps est attiré dansle sens contraire de celui du

mouvement.
L’ accélération du corpsB s laforce qui lui est appliquée est |laméme (figure (d)). Dans

ce cas le corpsB est soumis & quatre forcesP,,Ng,F et f, .. Appliquons la relation

fondamentale de la dynamique au corpsB

P+N=0
F-f.,=ma" -
co ~ B _ |gn= FZHMG , |[a"=+0,98ms™
fc,B ::ucNB rnB
Ng = Mg

Lesigneplusindique que le corpsB est attiré dans e sens du mouvement.

Exercice5.7 :
On applique larelation fondamental e de la dynamique aux deux masses :

RN +N,+f,+f,=ma,
R+N,+f,=ma,
On projette les relations sur I'axe paralléle au plan incliné:
mgsina - f,— f, =ma, > (1)
mgsing, —f, =ma, - (2)
On exprime les deux forces de frottement cinétique :

f,=h ( N, + Nz)
N, =mgcosa |= f, =hg(m cosa +m,cosa)
N, =m,g cosa
f2 = hZNZ
N, =m,gcosa
On remplace les forces de frottement cinétique dans les deux équations(1) et(2) pour
obtenir les deux nouvelles équations :
mgsina —m,gh, cosa —hg(m cosa +m, cosa) =ma, — (3)
m,gsing, —h,m,gcosa = mya, (4)
On en déduit maintenant les deux accélérations a partie des équations (3) et (4):

= f, =h,m,gcosa
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%

a, =3,53ms™

(h,+h)

a = g(sina—hlcow)—%gcow

—|a, =7,79ms?

a, =g(sina—h,cosa)

Exercice5.8:
Pour calculer lamasse du corpsC , nous avons représenté sur la figure (a) toutes les forces

agissant sur le systeme. Les conditions de décollage, ¢’ est a dire pour que le systeme entame

son mouvement, est T=f, _etT=h, :

T:fs,max

T:PB:mBg _(rnB_lusmA) _

fora = 1N T
N=P,=(m,+m)g

Lorsgue on enléve le corps C (figure(b)), nous obtenons I’ accél ération en appliquant la

relation fondamentale de la dynamique au systéme :

T-f,=m,a

=4um
R-T=m :>a:—(mB ‘: ) , [a=1.36ms?
m
f. = um,g o ™ T
N’A N’A
cl | . . L
L B S — CMD Mamenn
L T - T
v A+ C _ v I:)A _
T T
(a) B (b) B
‘B, ‘B,
Exerciceb.9:

I/ Lancement danslevide:
1/ Faisons I’inventaire de toutes les forces et faisons un schéma, puis appliquons la

relation fondamentale de la dynamique. La seule force qui agit sur le point matériel est son

poidsP . Donc :

F=P=ma
R =
P=mg

2/ A chagueinstant V=V, +V,
Suivant I’axe des X , le mouvement est rectiligne uniforme :

> F,=0=v, =V, =V,.cos6 — (1)
Suivant I’axe des Z , le mouvement est rectiligne uniformément varié :

LMDL/SM_ST
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> F,=P=mj=a,=-g=Cte
V, =—gt+v,, =—gt+Vv,sind —(2)
Le vecteur de la vitesse instantanée est donc :
V=V,.0, +V,.0, = |V =v,.cos6., +(-gt +Vv,sing).i,| —(3)

3/ Intégrons I’ expression(3) pour obtenir le vecteur position OM (t):

__doMm % . ) N
V= !dOM :_([[vo.cose.ux+(—gt+vosm9).u2]dt

oM :[vo.cosﬁ.t}ux o1 gt* +v, sindit |.G,|— (4)
—_— 2

X

4/ Le projectile atteint sa portée lorsque sa hauteur s’annule(z: O) . Cdculons en premier
lieu I"instant pour lequel (z=0) :
0
—%gt2+vosin9.t20:>t= 2v,siné

g
Remplacons le temps dans I’ équation de la coordonnée x pour trouver la portée:

2V2:sing.cosé V;.sin20
X=V,.C080t = X, = s =

g g
5/ Le projectile atteint son apogéez,, lorsque la composante verticalev, de la vitesse
sannule. Cherchons I'instant pour laquelle cette vitesse Sannule et cela a partir de

|"équation(2) :

vV, ==gt+V,Sind=0=t= %S9
g
Remplacons maintenant le temps dans I’ expression de z del’équation(4) . Nous trouvons :
_\v,.sin*o

1/ Lancement dans|’air :

1/ Dans cette partie : le projectile est soumis adeux forces: [P+ f = ma
2/ Retrouvons I’ équation différentielle :

P+f=ma -
v :ﬂ+5v=g —(5)
a:% dat m

3/ On en déduit directement I’ expression vectorielle de la vitesse instantanéev (t) en
résolvant I’ équation différentielle précédente. Sa solution est:

L m

V=Ae™ +J—

J k

Reste la détermination de la constante A que nous allons déduire & partir des conditions
initialesqui sont: t=0,v=V, ;dou:
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3/ Donc:

k
v :(vo—g%jemt ¥ g% > (6)

La valeur limite est celle pour laguelle le temps tend versco, on obtient de

I’ équation(6) : \7L=g%

Introduisons cette valeur limite dans |’ équation(6) pour obtenir :

k
v=(vo—g%je‘mt+g% e=(%-9)em +v [>(7)

Exprimons maintenant e vecteur vitesse en fonction des vecteurs unitaires G, et G, :
V, =V, cosd.u, +Vv,sinf.u,
v = g'm 5 m._ m
) ﬁ DVL:_g?uzij:—g?
g=-9u,

v =[(v,C0s0.0, +V,sin6.0,) +v, 4, | em —v

i _ky
V=(v,cosf)e ™ b, +| =y, +(v,sind+v )e ™ |G,

Vy \Z:

4/ Pour obtenir | expression du vecteur position il suffit d'intégrer I expression(7) de

lavitesse:
\7:@:(" —V )e:‘t+\7
dt 0 K L
OM w . K, . m L
[ dom :j{(vo—vL)e m +\7L}dt = |OM :(*O—VL)?(l—e m ]+\7L.t —(8)
0 0
- k) X '
OM :[(VO_VL)(_Eje m 4y, tl

Pour obtenir les composantes de OM , nous développons I’équation(8)et puis nous

remplagons V, par ses composantes et V, par sa valeur, comme nous I'avons fait pour
I’ expression de |a vitesse instantanée, et enfin ordonnons I’ équation obtenue.

k
OM = (v, cosfd, +v,sin6.d,) +v, ., | % [1— em j -V ta,

k

k
OM =(v, cosﬁ)%[l— em J a, + l:—vL t+(v,Sing+v, )%[1— em ﬂ a,

On arrive aux composantes :
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k K
T [ ) DO

5/ Le projectile atteint son apogée quand la vitesse verticale s annule. Cherchons
d abord I’instant pour lequel cette vitesse s annule :

k
. — s
Vv, =-v +(v,sind+v )e ™ =0

k
77ts _ VL

m

=~

t v,

m°> —

= e =
V,Sind +v, V,Sing +v,

k
—fs V, k V,
lnem™ =In| ———— |=>—t.=—In| ——-———
V,Sin@ +v, m V,Sing +v,

ts=kln(1+ﬁsin9J

m v,

Revenons aux deux équations horai r$(9) et remplagons le temps par lavaleur que nous

venons de trouver :
km Vo
m —77In[1+—sm0j
=—v cosf|1-e™ \ V"
k 0

X :mvo cos@| 1- Vl
K 1+-2sing
VL

Zs:m(v snd+v, ) 1—e%%n[l+%mj -V .mln 1+ﬁsin0
k' . "k A

zszg(vosinéva) 1—+ —vL.mIn(1+ﬁsin0j
1+-2sng i
VL
zszm(vosin9+vL) ﬂ —v..Mn| 1+ sing
k v, +V,sind k A

m . m v, .
=—v.sinéd-v, —In| 1+-Lsind

K k
X(t):%VoCOSQ[l—e_”‘t] , Z(t):%(vosin0+vL)[1—e_mtJ—vL.t =(8)

6/ Cherchons dans I’ expression(9) leslimitesdex(t) et z(t) quand t — o

X(t),,., = % cost = A= (1), ,, = A (10)
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t—

z(t)t%:%(vosin9+vL)—vL.t:>z(t) =V t+B > (11)

B
On en déduit de I'équation (11) que lorsque t — oo le mouvement du projectile devient
rectiligne uniforme, donc la trgectoire a une asymptote quand t— o dont I’équation
est(10) .
[11. Synthese graphique: les deux graphes montrent la trajectoire dans les deux cas
considerés.
V4 Z

m
X, =—V,C0sf
k

0 \ X O N X
\ \
Trajectoire du projectile \ Trajectoire du projectile \\
dans l'air | dans le vide \
Exercice5.10:

1/L e mouvement en présence defrottement :
La particule est soumise & trois forces, son poidsP , laréactionN de la surface de la
sphére sur la particule et |a force de frottement f . A partir de la figure (a) ci-dessous, et en
appliquant a relation fondamental e de |a dynamique nous pouvons écrire :

ﬁ+N+f=mé:>m%=ﬁ+N+F

Projetons les forces sur les deux axesMT et MN :
P -f=ma :m%amgsine—f :m%e(l)

V2 V2
-N+P, =ma, :mEQ—NHngcose:mE—)(Z)

L’ expression de la force de frottement cinétique est :

f =uN 2
v2|= f = | mgcosd—-m—
N:mgcose—mE R

Remplagons dans I’ équation (1) pour obtenir I’ équation différentielle du mouvement :

mgsind— u mgcos@—mv—2 = my
R dt

N_ A2 o(sing—
& R g(sin@ - pcoso)

2/ Mouvement sans frottement :
al Revenons al’ éguation (1) en supprimant f et en simplifiant par lamasse :

dv . dv .
——-g9nfd =0 —=9g9nd
dt g dt g
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On multiplie les deux membres par d@ , sachant que% —w :% :
%dvz gsing.déo
dt

@0 v = vdv = gRsin6.do — (3)

& “TR
Intégrons les deux membres de I’ équation (3) sachant que le domaine de variation deéd
est[0,6] , celui dev est [0,v]:
v lZ
jvdv = gstin 0.d6 = %VZ —0=-Rg(cosd—cos0)
0 0
On obtient finalement :

Vv? = 2Rg(1-cosf) = |v=,/2Rg (1-cosd)| — (4)

b/ Recherche de la valeur angulaired, pour laquelle la particule quitte la surface de

lasphére: celase produit lorsque laforce de réactionN s annule.
Revenons al’équation (2) et calculonsN :

V2 V2
—N+mgcos€=mE:> N =mgcos€—mE

On remplacev? par savaleur pour aboutir a:
2Rg(1-cosb)
N =mgcosd —m > = IN =mg(3cosd - 2)

D’ou I’anglerecherché est :
mg (3cosé, —2) =0= cosh, = 2/3= |0, = 48°
Discussion : D’ apres I'expression obtenue, |I’angle 6, ne dépend ni de la masse de la

particule, ni du rayon de la sphére, ni del’ accél ération de pesanteur, avec pour conditionv(O)
nulle.
NB:S v, = v(O) v, étant |a vitesse avec laguelle la particule quitte la surface de la
sphere.
v(0) : Lavitesse absolue.
Dans le casou lavitesse initiale n’ est pas nulle, on peut démontrer que :
v(0)
3Rg
Dansce cas |’ angled, dépend dev(0) , Ret g mais reste indépendant dem .
¢/ Calcul delavitesse correspondante :
V; = 2Rg(1-cosb,)
cosb, =2/3

3/ Etude du mouvement lorsgque la particule quitte la surface de la spheére.
Nous sommes en présence du mouvement dun projectile dans le champ de
pesanteur terrestre.
al On éudie le mouvement dans le repere MXY (figure(b)).
Suivant |I’axe des X : le mouvement est rectiligne uniforme :

cosf, = % +

=V, =/2Rg(1-2/3) , v, =3,65ms™
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> F,=0= v, =V,.cos6, - (5)
Suivant I’axe desY : le mouvement est rectiligne uniformément varié :
> F,=P=mj=a,=g=Cte
v, = gt +v,sind, — (6)
Passons al’ expression de la vitesse instantanée du projectile:
V= VE Y,

v = 2Rg(1-cosb,)

=|v= \/gztz +2gV, siné,t + 2Rg (1- coss,)

(a) (b) (c)

L’ expression du vecteur vitesse est donc : |V =V,.c0s6,. +(gt +V,sing,)

b/ Intensités des forces normale et tangentielle : figure ().
For ce tangentielle:

t+v, Sing,
FT:m.aT:myj F = mg(g 0 0)
dt \/gzt2+29vosin6’0.t+v§

2
. . Vv

Force normale: Il n’est pas conseillé d’ appliquer la formuleF, = m— car le rayon
r

de courbure est inconnu, & ne pas confondre avec lerayon R de la sphére !!
Cette force est calculée a partir delarelaion: P=F, +F, = |F, ={P?-F?
D'ou:

— g’t® +2gv, Sind,t +Vv; sin® 6,
N g°t® +29v, SinG, 1 +V;

Exercice5.11 :
al Intensité du champ de pesanteur terrestre quand le satellite est a mi-chemin entre la

terreet lalune;

.. 5,98.10%
(192.10°)°

—[g, =1,08.102N kg

, Oy =6,67.10

b/ Intensité du champ de pesanteur lunaire quand le satellite est a mi-chemin entre la terre
et lalune:
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7,36.10%
(2 92.108)2

—|g,=133.10*Nkg™

, g, =6,67.10™

¢/ Intensité du champ résultant des champs de pesanteur de laterre et de lalune lorsque le
satellite est a mi-chemin entre laterre et lalune :

=0 —0,| , |95=107.10°Nkg™

d/ Ladistance, depuis le centre de laterre, alaquelle le champ résultant s annule :
M M M M

: 2 =G 2T = - 2 = 2T
(d-rf T (d-r)
r? M, r?

= =8125
(@) M. (a-r)

ﬁ =9,01= r =3,45.10°m—s [r = 345000km|

0r=0=>9,=9; , G

Exercice5.12 :
Nous avons représenté sur lafigure ci-dessous les forces agissant sur le point A . En

projetant sur les deux axes perpendiculaires entre eux, nous obtenons al’ éat d équilibre :
P, =T cosa

I

P=K, |= =—2° o Y
T=K cosa T l

R a.l """" T cosa
F=Tsina %
F=K,=Tsin : YAy X

— RN~ o et Tsina F
T R _ K, :Cosasma=kI2: [, =l g )

CoOSa  COSa
vy

Exercice5.13:
al Force agissant sur le corps:

F=ma=nr=6(6-24t.]) , |F =360 -144t.]
b/ Moment de laforce par rapport al’ origine :
i - K
T=TAF=[3"-6t -4t° 3t+2
36 144 O

7 = (43217 +2881) T + (108t +72) ] +(-288t> +864t% ) k

¢/ Quantité de mouvement du corps :
p=mv =(36t—36)i —72t°.] +18k

Moment cinétique par rapport al’origine:
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i -J k
L=rap=|3t?—6t —4t° 3t+2
36t-36 72t 18

[ = (144t° +144° )T +(54t% + 72t +72) T + (721" + 288t°) K

dp .

d/ Vérifions queF =

r):

(36t —36)i —72t>.] +18Kk

dp _

=360 —144t.] =F

Vé&ifionsque 7 = ﬁ:
dt

[ = (144t3 +144t2)T

+(54t% + 72t +72) T + (721" + 288t°) K

7 = (432> + 2881)7

—

+(108t +72) ] +(-288t° +864t* )k =7

Exercice5.14 :
1/ Exprimons lavitesse de M par rapport aR :
OM =F=Iq,
V==l
_ = |V =160,
U, =0u,
2/ Cdculons le moment cinétique du. point M par rapport & O dans la
base(0, U, , U, U, ):
I:OZWAFJ B L
I i u -0, U
™ =>L=[r=l 0 0|;|L=m?d
v. =10, =0(I =Cte : ’ -
V (1 =Cte) 0 mé o
v, =104,

Pour que I’on puisse appliquer le théoreme du moment cinétique il faut calculer le

moment de la force appliquée au point M , par rapport au point O dans la base (O,Ur,ﬁg,uz):
To = OM AT +(O—I\/I/\I3)
T l_jr _UH l_jz
P=P +P, =7,=| | 0 0
P =mgcosa.d, mgcosf -mgsing O
P, =-mgsiné.i,
-mgl siné.a,
Appliquons maintenant le théoréme du moment cinétique:
d—"°=ro ; m?0.0, =-mglsino.i, = é+|gsin9=0 —(1)
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On calcule le moment cinétique du point M par rapport au pointO dans la base
(0.7,7.K):
i -] k
=>0h=x y 0 ;|L=m(xy-yx)k
x y O
On calcule le moment de la force appliquée au pointM par rapport au pointO dans la
base (O,T,],K):

EOZO—I\/I/\E)
p=nmy, +mv,

fo=(O—M/\fJ+(O—M/\I5) " K
N =7,=|x y 0 ;|7 =mgxk
P=F+F,=my ] 0 my 0

0
Appliguons |e théoreme du moment cinétique :

T_fo ; m(xy+xy—xy— yx)k = mgxk =[xy - yx = gx| > (2)
Vérifions que les deux résultats sont identiques :

x=lsin@ : x=10cos® : X=|0cosOd—16>sino

y=lcosd ; y=-10sin6.; y=-10sin0—10%cosd
Remplagons les cing ééments dans I’ équation (2) pour trouver I’ équation (1) :

65+|gsin9:0 - (3)

dynamique:

La masse mest soumise a chaque instant a deux
forces: son poidsP et la tensionT du fil ; Soit F leur
résultante. Nous pouvons décomposer la résultante en deux
composantes, normale et tangentielle (voir figure).

F=P+T=ma Lo~
Q7 = P+T =F, +F,
F=F+F, =ma
On connait larelation entre la vitesse linéaire et la vitesse
angulaireainsi que larelation entre |’ accélération linéaire et |’ accél ération angulaire :

2
v=dl ,a=Nzd 8, =L =0
dt |

Appliguons maintenant la relation fondamentale de la N \
O

Puisqu’on est dans le cas d’'un mouvement de rotation de la massem, il nous est permis
d introduire le moment de la force par rapport al’axeOZ . Les moments des forces F et T

sont nuls parce que ces forces rencontrent I’axe de rotation. Le moment du poids est un
moment de rappel, donc négatif.

T=75+%7; =T +2'ﬁN

r.=7. =0 .

" = —mglsind = mél”*

r;=—Plsing

7. =Fl =mdl?
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De tout celaon déduit I’ équation de mouvement :

65+|gsin0=0 —(4)

Leséquations (1) et (4) obtenues sont parfaitement identiques.

3/ A chague instant, nous avonsP+T =ma. En projetant sur I’axe normal, nous
obtenons :

—mgcosf+T =ma, = T =mgcosé +md?l
Remarquons que la tension varie a chague instant. Pour des oscillations de tres faible
amplitude(sing ~ 9), I équation différentielle (1) s écrit souslaforme:

é+%9:0

0 =0,sn /lgt
0= 90\/|§cos\/|§t

Lors du passage du pendule par la position d’ equilibre, I’angled s annule:

0=0=sin /%tzo: /Ig =0+ kr

A ce moment lavitesse est maximale:;

9:00\/|§COS(Oi kr) N ‘9‘ _g,[9

cos(0+ k) =+1
Il en est de méme pour latension qui prend lavaleur :

E)

C’ est cette condition sur latension qui doit étre satisfaite pour que lefil ne casse pas, en
d autres termes lefil doit supporter au moins cette tension sans se rompre.

Sasolution est :

Donc, lavitesse angulaire est :

Exercice5.15:
Le moment cinétique du systeme est égal a la somme des moments cinétiques de tous les
composants partiels du systeme. Dans notre cas, le moment cinétique du systéme par rapport

au pointO est égal au moment( O,G) du pointG (qui est le centre d’inertie des deux masses)

par rapport a O, plus les moments des points A (I:A,G) etB ( B,G) par rapport a G .

I‘O = I: + I-A/G I‘B/G
Commencons par le calcul de( )

=0GA P . —
Loro 0101 = L5y = 2m(0G A Vo)
Pio =2
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i - k
LG/O: XG:acosel yG:aSinel O:(XGyG_XGyG)
X, =—af,sing, Yy, =ad,cosé, O

Lsjo =2ma’d? | — (1)

Calculons ensuite(LA,G = EB,G) ;

L GAA P - =

e~ PRAING o [ = m(GAA TG )

Parc =MV
i - k

Loic =| X, =dcosé, y,=dsng, 0 :(X'Ay'A_XIAy:‘\)
X, =-dé,sné, y,=db,cosd, O

Lyo =md®6) = Ly 6| > (2)
Il ne nous reste qu'a additionner les expressions (1) et(2) pour trouver la réponse a la

guestion :

L, =2ma?d? +2md?0? , | = 2m(azé?l2 + dzézz)

Exercice5.16 :

1/ Le point M , soumis a chague instant & son poids et a la tension du fil, est animé d'un
mouvement circulaire uniforme de rayon , dans le plan OXY ,autour de 'axe AZ . Des
projections des deux forces sur I’ axe radial résulte une force centripeteT sina .

T+P=ma
Tsiha = = mw’r

( N =T =mo?|
r=lsina

Quant al’angleil est déterminé al’ aide de la figure ci-dessous, nous trouvons :
Tsinag sina _mowilsina
tga = = =
mg Cosa mg
CoSa = %
ol
2/ Calcul de |’expression du moment cinétique deM par rapport a A en coordonnées

cylindrigues de centreoO :

L a =AM A P
AM = AO+OM =—zii, + 0,
AM =-lcosa.l, +1sina.b,

|

V=2, +7, + 10, +ri, =ro,

0
=V, =losina.,
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ltjr _Ua ljz
0 -l cosa| = |Ly,,, = mM*wsina(cosad, +sina.d,)

L, »=AM AV =|lsina
0 mosna 0
Vérifions que la dérivée par rapport au temps est égale au moment de la résultante des

forces appliquées sur A, par rapport a M :
Calculons en premier lieu le moment des forces par rapport au point A : 7,,,, = AM A F

Levecteur F :
Levecteur AM :
Donc:
Ur _qg ljz
7, A= AM AF =| lsina 0 —lcosa|= |7y, =m?e’sinad,| - (1)
mw’lsna 0 0

Dérivons le moment cinétique par rapport au temps :
Ly, a = M@sina (cosa.d, +sine.d,)

dL : X
M/A = 2casmoz(cosw.ur +O)

dt

Nous savons que lj, = o, , et par remplacement on obtient :

di : _
MIA = mi’e® sina.cosa.t,| — (2)

dt

Ainsi nous avons pu vérifier le théoréme du moment cinétique :

Ay _ -
C'i/,l[/A “Tmia

LMDL/SM_ST
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Exercice5.17 :

1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la
gauche, car laforce centrifuge attire le pendule vers ladroite.

2/ Sur la figure ci contre sont représentées les forces qui agissent sur le pendule par
rapport au voyageur. De |’ équilibre de ces forces résulte :

P+F +T=0=>P+F =-T

O
V2
m— 2
tga :i:tga :—R:> R= v
P gt
Application numérique :
120.10°\°
3600
R=~——<% = |R=631IN

© 9.8x0,176
3/ Letrain parcourt en trente secondes un arc de cercle qui intercepte I’ angle demandé.
Ladistance parcourue en 30sest: d =vt , d =1000m

Celaveut direqueletrain atournédel’angle:

d=R6=> :% ,@~159rad ,

Exercice5.18 :
A I'ingtantt, soit P le poids delapartieBC et P, lepoids
delapartie AB

Appliquons larelation fondamentale de la dynamique au
systeme:

é"'ﬁ)z:{Ml"'Mz)é
M

On projette I’ expression vectorielle sur I'axe vertica dirigé vers le
bas et on note par x lalongueur delapartieBC du céble:

R-P,=Ma

M = AL dv
= AXxg-AlL-Xx)g=AL—

P =M;g=41xg9 9-A(L-x)g dt

P, =Myg=4(L-X)g

En simplifions par 4 nous obtenons une équation différentielle de deuxiéme ordre avec
second membre::

= LX=2gx-gL = |[X———Xx=-¢

Pour vérifier quex:ELaa:%, on remplace dans I’ éguation différentielle x par la

valeur proposeée, soit :
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29
S 4
= X=a= g—g:> a=g
_2 3 3
X=—L
3

Cherchons a présent le résultat relatif a la vitesse. L’éguation caractéristique de cette

équation différentielle de deuxiéme ordre sans le second membre est : r? _ZTg =

Sesdeux racinessont : r, =+ /Z_I_g o =— /z_Lg

29 _ 129
Sa solution est donc : x:Ae\FLt+Be [t+% — (1)

Reste a déterminer les deux constantesAet B . C'est ce qu'on en déduit des conditions

de$aqmamtt:% o
v=x=0

29 _ |29,
L’expression delavitesseest: [v=x=A /Z—I_geﬁt—B /2_Lge \Ftt _>(2)

Remplagons par les conditions initidles dans les deux équations(1) et (2)pour tirer
Aet B:

b=A+B+=

2 i 2 = 2 4
0=A/9_B %Y S A=B
L L

. e [2 : . . Y
Afin de simplifier les calculs, on pose @ = Tg . On doit connaitre en trigonométrie les

définitions et les formules particulieres du sinus hyperbolique(sh) et du cosinus

hyperbolique(ch) , en particulier:

t

ea)t - e—a)t ea) + e—(ut

shot = Y 2 ; Chaot = — . ch’wt —sh’wt =1
Ecrivons |es deux équations (1) et (2) sous laforme:
_ ot — ot _
x=p20-benren ) L =2 I'cha)t+£—>(3)
4 2 2 2

_ ot — ot _
V=)'(=2.2b4La)(e 2e ]<:>V:)'(:2b2|_a)sha)t—>(4)

Puisque x :éL , remplagons dans I’ équation(3) et tirons de I’ équation I’ expression du

cosinus hyperbolique(3) :

gL :22b_LCha)t+£:> chot =
3 4 2 6b—-3L

De ' équation (4) on tirele sinus hyperbolique :

~(5)
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2b-L 2v

shot = |shot = 6
@St =S a)(4b2+L2—4bL)_)()

Nous savons quech?et — sh’st =1 . Sommons les équations(5) et(6) membre & membre
aprésles avoir élevées au carré :

2
Chza)t:( L ]
6b—3L

2
sh?wt = v = V2 :a)z(—b2+bL—g Lz]
a)(4b2 +12 —4b|_) 9

ch?wt — sh?wt =1

Revenons en arriere et remplagons @ par savaleur pour obtenir alafinlavaleur que nous

devons vérifier :
v= 29( b2 +bl - j
L 9

Application numérique: L =12m et b=7m
v~10,6ms™
Autre méthode : beaucoup plus simple !!

A partir de |’ équation X—Z—fxz—g , € par une intégration on trouve lafonction v= f (x) :

X—Z—gx=—g ﬂ—ﬂ X-g= ﬂdx (ZTgx g]dx

L d L dt

%dv (Ex— gjdx:v.dv:(z—gx— gjdx
dt L L

Iv.dvzj(gx—g)dlevz=gx2—gx:>v 29y — 20X — 29b2+29b
) L 20 L L L

. ) " 2 .
Il ne reste plus qu’aretrouver le résultat précédent en remplagant x par §L . A lafinon

v= 29( b? +bL — ZL]
L 9
Exerciceb5.19:

1/ Quelque soit la position du point M sur la surface conique, |I'angle a chaque instant

—— ) rr r
est(OM,Oz)za,etpar conséquent tanag =—=-2=|z=r-2

Z 4 A
2/ D’apres le cours, nous savons que |'accélération du point M en coordonnées
cylindriques est :

retrouve leméme résultat :
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é:('r'—réz]ﬁ, +[ré+2r‘9’}j€ +20
——— — )
a3 Y &

: : R LT : . L.
Si le point reste sur lasurface du cone: Z=1-2. Lesforces agissant sur le point matériel

sont son poids P, & composante unique P = —mg(, , et laforce de réaction R de la surface qui
adeux composantesR=R +R, =—Rcosa.0, + Rsina ., .

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur
les trois axes du repére cylindrique. Nous obtenons :
P+R=ma=F

T

=F +F,+F, =m(r —ré?)g, +m(2r0 +rd)g, +me, (1)
F =—Rcosa.l, +Rsine.d, — mg,
F =—Rcosa., +(RSin0!—mg)Uz —>(2)

Par identification des deux équations (1) et(2) on obtient trois équations atroisinconnues :

—Rcosa =m(F -rd?) - (8)
0=m(2rg+rd)= (4)

-mg+Rsing = mﬁl"—é(S)

X
3/ De I'éguation (4)on en déduit I'équation 2r0+rd =0, qui est la dérivée de la
quantité r?6 par rapport au temps. Ceci nous conduit & r?6 =C* :
(rzé)' =2rr0+r?0=0=r20=C"

Nous connaissons I’ expression de la vitesse linéaire en coordonnées cylindriques a partir
de laquelle nous déduisons lavitesseinitiae:

v(t)=r(t)a, +r(t)o(t)g, + z(t)d, = v(0) =r (0)d, +r (0)0(0)d, + 2(0)q,
L’intensité de lavitesse initiale est donc:

v(0)=y[1(0) F +[r (0)6(0) ] +[2(0) |
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L’ énoncé nous impose I expression de & sans 1 (0) ni z(0) . Ceci n'est possible que
sous des conditions initiales de laformer (0) = z(0) =0 . C’est ce que nous admettons dans le
reste de I’ exercice. Partant de |3, lavitesse initiale est :

v(0)=r(0)6(0)
Suite atout cela, nous pouvons poursuivre notre éude tel que :
rf6=Ce=r(t) 6(t)=r(0)6(0)
=" 101000
=l 0="%
, r(0)=

~+

S—r

-

o
U

’—\
o
S—
I |
—_—
SN—"

4/ L'équation(5) fait I'objet de cette question car elle renferme une fonction
uniquer (t) , contrairement aux équations (3) et (4)qui sont fonctions de r(t) et 6(t)en
méme temps. De |’ équation(3) nous pouvons écrire :

Remplacons R par cette derniere expression dans |’ éguation (3) pour obtenir :
viry 1 AR

. . —(6

A el (6)
%/._/ L_ﬁ,_/
Aro Vo 7o) Aro.2,9)

5/ Si le mouvement est circulaire uniforme cela veut dire qua chaque instant
r(t)=r(0),en mémetempsque( o(t) :Cte). L’ expression (4) devient :
Vil 1 _ 70 - F % g
Gt 0+ Lt Gt
Lavitesse demandée est donc : |v, =./2gz,

6/ Multiplions|’ équation(6) par 2" pour obtenir : 2ri + Az—g = 2B
r

Lapremiéreintégration donne : | 2rfdr +J'A2—£ dr = [ 2Brdr = —Az =2Br+C —(7)
r r

Pour obtenir la constante C on doit revenir aux conditions initiales citées plus haut
[t=0,r(0)=0]:

0-A=oBr+c=|c=—2 2
r r

L’ équation (7) devient finalement :
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Exercice5.20 :
Nous utilisons la notation de Newton pour exprimer les composantes des vecteurs
position, vitesse et accélération :

X X X
Ly vyl . ay
V4 Z z

Caculons |’ expression de laforce:

—

| —_
y
0

o

VAB=

O N =i
I
oY)
N

X
B —By

T

=q(|§+\7/\ I§)=q(EIZ+OT+Bz]'—ByIZ)

F=q[ o +B4 +(E-By)k | > ()

En appliquons la relation fondamental e de la dynamique on peut écrire :
F=F +F, +F,=|F =m+my+mz| —(2)

L’identification des deux équations (1) et(2) nousdonne trois équations différentielles :
mX=0
my =qBz
mz = —q(E + BY)

En tenant compte des conditionsinitiales :
t=0:

x(0)=0,y(0)=0,2(0) =0, x(0)=0,y(0) =0, 2(0) =0
Nous écrivons le nouveau systeme de trois équations différentielles :

MX=0=%=0= x=C"*=x%(0)=0-(3)

my = qBz= 'y:ﬂBZ: y:ﬂBz—>(4)
m m

mz=q(E-By)= 2= E-J By (5)
m m

Dans |’ équation différentielle (5) on remplacey par savaleur tirée de |’ équation (4):

x=0— (6)
y=wz—(7)
2+(B%)222%E—>(8)

En posant o = B4, lasolution de I’ équation(8) est :
m
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2
z:asina)t+,6’coswt+£(mj
m\ gB

z:czsina)t+ﬂcosa)t+(;n—BE2 —(9)

Déterminonsa et S apartir des conditionsinitiales en utilisant les deux équations::

: mE
Z=asSnet+ pcosot +—
B

z=qawcosot — fosinwt
t=0,2(0)=0, 2(0)=0=a=0, f=——1
Nous obtenons alafin I’ expression z(t):

mE mE mE
Z(t) = —Ecosa)t +E:> Z(t) :E(l— COSQ,)EJ
N

z(t) = a(1-coso)

Il nous reste a définir I équation y(t) . Dans I’ équation(7) on remplacez , puis on intégre
pour arriver al’expression y(t) :

y=wa(l-cosf)= y.= a)a—a)acosQég

y(t)=a(wt-sinat)=|y(t)=a(0-sing)

Finalement :
x(t)=0
y(t)=a(¢-sino)
z(t) =a(1-coso)
Se sont |a les équations paramétriques caractéristiques d’ une cycloide.

ZA
2
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VI/TRAVAIL ET ENERGIE
oS D RS DN

1/ TRAVAIL ET PUISSANCE (Aslaia) 5 Jasd)) :

% Lapuissance:
» Définition: Soit M un point matériel de vitesse V par rapport au

référentiel R. La puissance de la force F & laquelle est soumise M est
définie a chaqueinstant par larelation 6.1 :
watt(W) « P <
N« F P=F. Q‘ (6.1)

ms*«v N
< Letravail : /\)k

> Définition : le travail de la forceF entre Rinstant t , quand le point
matériel M est en M deposition instant t + dt quand M

est en M 'deposition OM'=r+dr", &stljl deur expriméeen joule:
(62)

D’ aprés la définition de la vitesse, o N&/I '—OM =MM '=dr =v.dt
Ainsi on en déduit I’expressio ail de la forceF pour un déplacement
éémentaired™ : I\

T
<l

T
=l

d (6.3)

/\Wz

Yy‘ O Fig 6.1

Remarquons que le travail est un produit scalaire du vecteur force et du vecteur
déplacement.

dw = HIEH.HdFH.cose (6.4)

Notons queF.cosd =F. Si on poseHdFH =ds, on obtient alors une nouvelle
expression du travail qui est :
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dW = F,.ds (6.5)

Cela veut dire que le travail est égal au produit de déplacement élémentaire par la
composante de la force suivant la direction du déplacement.

Pour un déplacement total de A (al’instantt,) aB (al’instantty) tout au long de la
courbeC , on obtient I’ expression :

B B
W = j F.df = j F, .ds (6.6)
A A
» Dansle cas particulier ou laforce F est constante en module et en S etle
corps se déplacant suivant une trajectoire rectiligne, le Erzvai force
est:
B B A
F=F :W:jF.dstjds (6.7)
A A 7
= La force qui ne travail pas est la force perpend re au déplacement
(0=rl2).

Par_exemple: Le corps représenté sur la fig .2 est soumis a quatre forces

constantes, et se déplace sur un plan horL(oml.

@
N A N |
O
47
—
—>
Fig 6.2 -

it S'le acement du corps, et donc de chacune des forces:
travail delaforce F : Wz = F.s.cosf

Letravail delaforce résistantel? :Wf =—fs
@ —
Yy Letravail dupoidsP : W5 =0
Letravail delaforce normaeN : WN =0

Dans le mouvement circulaire, letravail de laforce normale est nul (figure 6.3).
= S FX,Fy,Fzsont les composantes rectangulaires de la forceF, et
dx,dy,dz les composantes rectangulaires du vecteur de déplacement

démentairedr , aors:

B B
W = [F.dr = [(F.dx+F,.dy +F,dz) (6.8)
A A
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= Cas de plusieurs forces: S le corps est soumis a plusieurs forces

Ifl,lfz,lf3 ........ Ifn, dont la résultante est IER, le travail effectué par ces
forces est égal au travail delarésultante :
dW =dW, +dW, +dW, +.............. +dW,
dW = F.dF + F,.dF + F,.dr +......... +F .dr (6.9)
dw = F..dr
emple6.1
Cal culer Ie travail nécessaire pour allonger un ressort suspendu vert|calem omme

indiqué sur la figure (6. 4) de 3cm sans aucune accélération, sachant que lac

raideur est kK =50N.m™2.
Réponse:
F =kx — dW =jkx.dx:> W =£k.x2
5 2 /‘

W =2.25102J
Fig 6.4
emple6.2 A /

Une force F =2t(N) agit sur une part| Nmasse m=2kg . Caculer le travail

effectué par cette force durant Ia onde sachant que la particule était
initialement au repos. >

Réponse:
Partant de I’ expressio

Dans ce cas la force est
indispensable d’exprimer

vitesse en fonction
déplacement en fonction du temps

Al
ax 1.,

N v=3 ol = Lig
2 2

aval)/ JF .ax
onction du temps et non du déplacement. Il est
éplacement en fonction du temps. Calculons d'abord la

—

o E=m¥ ooy J'Zldt:w—lt (ms?)
dt m 2

Revenons a |’ expression du travail et remplagons dX par I’ expression a laguelle nous
SOMMes parvenue :

X 1 1 1
=j|=.dx=j2t.—t2dt:> W ==t* W=0.25]
) 2 4

Exemple6.3:
Une particule est soumise alaforce F = 2xyi + X?] . Calculer letravail effectué par

laforce F quand la particule se déplace du point (0,0) au point(2,0) suivant une droite.
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Réponse:
D’ aprés les données nous voyons que la particule se déplace paralélement a I'axe

OX, et par conséquenty = 0= dy =0.
Delaon peut caculer facilement le travail effectué:

:I(FX.dX+ Fydy) = I(ZX-OdX+ XZ.O) :>

Ceci était prévisible puisgue laforce est perpendiculaire au vecteur déplacement :

F
XJ:>FLdr:>W 0 :

dr = dxi’
2/ ENERGIE CINETIQUE (&S sl MLH\)
Nous avons vu que dW = F, ds. Partant de cette expression on % ce qui

suit :
av ds
dW = F;.ds= ma ds= dW = ma dv (6.10)
Intégrons I’ expression 6.10 du travail éémentaire, n inition de |’ énergie
cinétique :
B
W =mfvdv= W =1mvi <3mv3| (6.11)

A
Ou Vv, est lavitessedu mobileaumi@e, savitesse au point B.

» Définition : L’énergiecinéique d’ un point matériel de masse m, de vitesse

instantanée V 'expression :
e%\ E.=1mv? (6.12)
Et puisque p.= Mv, on.peut écrire auss :
2
_P
E.= 6.13
Z o= o (6.13)

> heo éme del’ énergie cinétique(dus al A8l 4 ki) :

@ . .. , . . . L.
Y? Enoncé: «La variation de |'énergie cinétique d’un point matériel entre

eux instants est égale au travail de la résultante de toutes les forces qui lui
sont appliquées entre ces deux instants »

W =AE, = YW = AE, (6.14)

Exemple6.4:
Quelle est la vitesse initialeV,, orientée verticalement vers le haut, communiquée a un

corps pour qu'il atteigne une hauteur h en dessus de la surface de la terre ? (On néglige tous
les frottements).
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Réponse:
Laseuleforce qui agit sur le corps est son poids P :
Z
V=04 mM
,,,,,,,,, }M (tP Alasurfacedelaterre P, =mg,=G 2T
[ +P h A la distance Zducentre delaterre P=mg =G mZIT
z ) En divisant les équations membre & membre on obtient

P Jo v o2 %
X'
Fig 6.5 E

On applique le théoréme de |’ énergie cinétique : W = AE, ‘7”
/
A
h

R+h
lm\/2 _lm\/o2 = P
2 2 -

Le corps atteint sa hauteur maximale quandV Qﬁoﬂ :

R+h R+h
O—l =m —@Z =—go.R2[—E}
2 5 Z Z g
&D 2g,Rh
V, =0 R = | Ty, =, [520
0= % z ° R+h

'7
3/ LESFORCESCON B}/ATIVES OU DERIVANT D’'UN POTENTIEL
(01988 (3 AR (5 6B} o) Aablaall (s 5AY))
» Définition ::On dit d'une force qu'elle est conservative (ou conservatrice), ou
d’'un potentiel, si son travail est indépendant du chemin suivi, quelque
acement probable entre le point de départ et le point d’ arrivée.

i latrgjectoire C est fermée, alors:
VC,| W F.dr =0<>W =0 (6.15)

Exemple du poids: Dans un systéme de coordonnées cartésiennes, o OZ est la
verticale orientée versle haut, on a: 7

P=F =-mgk (6.16)

En utilisant I'expression du déplacement élémentaire en coordonnées
cartésiennes, O

on écrit :dF = dx.i + dy.] + dzk

«Q

On peut en déduire:  dW = F.dF = —mgdz. En intégrant cette derniére B
expression, on se rend compte que le travail pour un déplacement entre deux
Fig 6.6
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points A et B ne dépend pasdu chemin suivi mais uniquement de leurs altitudes :

2]
W =—| mgdz=W =-mg(z, - ) =W =mg(z - 2,)
4
Si les deux points sont situés dans le méme plan, le travail effectué par le poids est nul, ce
qui prouve que le poids est une force conservative. z, =z, =W =0

Exemple6.5:
La force F =(x? — y?)i +3xy.] peut aler du point A(0,0) au point B(2,4)

suivant chacun des deux cheminsy = 2X ety = X? . Cette force est-elle conserva%'

Réponse:
Suivant le premier chemin y = 2X:

y=2x=F =-3x°1 +6x°.] \,
dy =2dx ; dr=dxi +dy.j = dr=dxi +2d9¢

W_jF.dr:j(F dx+F, .dy)=[(-3 x

W = jgxzdx 3x\ WE 24] «,

0

Suivant le deuxiéme chemin y X2

y=xX’=F=(xX*-
dy =2xdx ; dr=dxi + dr dxi + 2xdx.|

W = [F dr = %—Iydy:j [0 = x*)dx + 6]
2 1 .2
W = [(x*#5x" =x5+§x3 = |W=34.6J
0
Les deux travaux ne sont pas égaux, donc laforce dans ce cas n’ est pas conservatrice.
A

ENTIELLE (4als!) 43Ual)
ion: L’énergie potentielle est une fonction de coordonnées, telle que
égration entre ses deux valeurs prises au départ et a |’ arrivée soit égale au

Yyﬁra\/ail fourni & la particule pour la déplacer de sa position initiale & sa position
>

finale.
Si laforceF est uneforce dérivant d' un potentiel, alors:

Fdr=E, -E (6.17)

W= Pa Ps

> —

L’ énergie potentielle est toujours rapportée a un référentiel pris comme origine pour
la calculer (Ep =0). Lafonction de I’ énergie potentielle Ep&st déterminée a une

constante pres.
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« Reation entrelesdifférentiellesdu travail et del’énergie potentielle
(Aalsl) A8al) g Jand) Laldss oy ABMaY))

En considérant lafonction E,(2) = mgz , sadifférentielle est :
dE,(2) =E,(2).dz= dE,(2) = mgdz

Dans |’ exemple de calcul du travail, on atrouvédW =—mgdz . Par identification

des deux expressions dE (2) et dW, on arive au résultat: La différentielle de

I’ énergie potentielle est égale et de sens opposé a la différentielle du travail
dW=-dE,(z) < dE,(2) = -dW (6.18)

=  Particule dansle champ de pesanteur terr&streur]iforme A

< Energie potentielle de quelques champs de for ce (5.8 Jgia (e 4ia ”LH";
Si Z est la hauteur, définie a partir de la surface de la terre, prise comme origine de
I’ énergie potentielle, alors I’ énergie potentielle de la particule par Mport alasurface
delaterreest :

(6.19)

dE, = _dW = |

; Plan de référence

Fig 6.7
cas généra, s la particule se déplace entre deux plans, I'énergie
potenti Ie et quelque soit latrgjectoire suivi, est donnée par laformule :
° z,>2,=>E; >0
p
E, = -
o =Ma(z - 2,) 2<2,=E, <0

Plus précisément, I’ énergie potentielle calculée représente toujours la variation de sa
valeur entre deux positons données.

"  Particule soumise & une force dastique (4 5 58l dxiald dasus)
Nous alons calculer |'énergie potentielle d'un systeme composé d une

particule accrochée a un ressort, suspendu verticalement, de constante de raideurk ,
sa longueur & vide étantl,. Sa longueur lorsqu'il est chargé de la particule estl,
dou:

AFIZAZI Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Travail et énergie 202 A3l g Jaad

p

dE, =—dW ; E,=—[-kxdx=|E, =1kx* =1k(l -1,)’ (6.20)
0

"  Particule dansun champ éectrostatique (St S Jis 2 o)
On éudie dans le cours de [|'éectromagnétisme que le champ

électrostatique E , produit par une chargeQ au repos et se trouvant al’origineO des

coordonnées(OM =r.0, ) , est défini par laformule:

= 1 Q.
Evy=———.0 2
M) Are, re " %1)

Une charge( située dans ce champ est soumise a une force é ect%que :
Lo, AN

.—2.0
Il est facile de verifier que la force électrostatique dérive de I'énergie

potentielle d’ expression : XX)
E, = L % (6.22)
drey 1
4

Lo
Dans le cas général, s ( est une charg@ en un point(M) dans un champ
électrostatique et otl V(M ) est le potentiel élect ique, I’ énergie potentielle est lafonction
E,(M)=E_(X,Y,Z) donnée sous I@n \

_ Qq

'\p e
=[E, =qV (6.23)

1 Q

drey 1

—glz, et par comparaison avec le champ électrostatique, on arrive a
ion de |’ énergie potentielle de la particul e située dans |e champ uniforme de

wt r au voisinage de laterre :
Q—->M

g—m = |[E,=-G—— (6.24)
1

dre,

Toujours par comparaison avec le champ éectrostatique, on peut écrire I’ expression 6.24
souslaforme:

- -G

E,=mV (6.25)
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V= —G¥ (6.26)

V : désigneici le potentiel del’ attraction au point ol se trouve la particulem .

5/ EXPRESSION DU CHAMP DE FORCE CONSERVATIVE A PARTIR DE
L'ENERGIE POTENTIELLE DONT IL DERIVE

(Le (F3ES AN Alalsl) 48Ul (e BDUaS) Adablaal) 3 681 Jia 3 L)
Nous avons explicité dans le paragraphe relatif au travail que I’ expression F.C0SE est la
composante de la force suivant la direction du déplacementds ; partant de 13, si nous

connaissons |’ expression Ep (X, Y,Z), nous pouvons obtenir alors une compo: ivant
n'importe quelle direction et ce en calculant la dérivée—dEIO /ds qui sap la dérivée

directionnelle de lafonction Ep ) Oy:

Suite a cela, nous pouvons écrire :
dw =—dE,, g
- e
dw =F.dr
R +F,dz)| (6.27)
dr =dxi +dy.j +dzk|
F=F +F+F, A
Sachant que E (X, Y, Z) est unefonction atr iMabl es, sadifférentielle s écrit :
ok ) 8Ep
dE, =—— dy + dz (6.28)
0z
Par identification des deux expr ons 6.27 et 6.28 on obtient les coordonnées
cartésiennes de laforce qui est fonction deE (X, Y, 2) :
oE oE
,f\) 0 op =T p s S (6.29)
OX oy 0z
Commeon Cri éyexpron simplifiée:
A — —— =
\ F=-gradE, =-VE, (6.30)

< Comment démontrer mathématiguement gu’une force F _dérive d’un potentiel
donné? R

isque I’ expression 6.30 est vérifiée dans le cas des forces conservatives, nous

pouvons montrer que le rotationnel du gradient du potentiel Ep&st nul , ce qui implique

gue lerotationnel delaforce Festnul :
=—gradE, < rotF =rot(—gradk,) =0 < rotF =0 (6.31)
Le calcul conduit a:

oF Ky
oy OX

Afin de prouver que la force F dérive d’un potentiel il suffit de vérifier les
équations suivantes::

. oF ~ - .
ot = (7 = %y e P gy K =0
0z oy 0z 0OX
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oF
oF _ Ty . OF _OF, . oF, _ oy (6.32)
oy ©OX 0z OX oy oz

Exemple 6.6 : Soit le potentiel E, = 2X% — Xy + yz

Trouver |’ expression de la force dans le systeme des coordonnées cartésiennes.
Laforce dérive-t-elle d’' un potentiel ?

Réponse :
Cherchons les composantes de la force en exploitant I’ expression 6.
OE,
F,=———F=-4x+y ; F,=———=x-z ; F

Vérifions maintenant que F dérive du potentiel | E_ (X, Y, Z) soit rotF =0:

OF :—aFy = +1=+1 oF, = oF, V = 0 z :_8Fy = - 1=—
oy oX 0z 0OX oy 0z
Donc laforce dérive bien d’ un potentidl.
,« 4
Si le mouvement est plan, etenutlllsantleﬁc e%polalr&s etd, le déplacement

suivant le vecteur du rayon polaire™ est eq e déplacement normale est égal a rdé4.
(Figure 6.8) >

dr =dr.d, +rdé.,

es composantes radiale et
fransversale de la force sont:

= %o 1% (33.6)
0

ce paragrapheil est intéressant de donner, sans démonstration, |es composantes
de laforces dans différents systemes de coordonnées :

En coordonnées cylindriques(r,#, ) , tel que le déplacement éémentaire est :
dr =dr.0, +rdé.d, + dzk
oE 10E OE

Fr = __p; F@ = ___p; Fz =__F (634)
or r 06 0z

= En coordonnées sphériques(r, &, @), tel que le déplacement élémentaire est :
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dr =dr.0, +rsinepdd.u, +rde.d,

F = aEpF :_E%'F = 1 aEp

T o’ r a0 ? rsnd g

(6.35)

6/ L’ éner gie mécanigue (4Ssilszall 4dal))
< Définition : L’ énergie mécanique d' un point matériel a un instant donné est égale ala
somme de |’ énergie cinétique et de I’ énergie potentielle :
Ew =E.+E, & E, =E +E (X Y,2) (6.36)

s Deux exemples:
= | ’énergie potentielle d’un systeme composeé d’un ressort de con de raideur
Kk, dont I’allongement est | — |, =X autemps t, sous I’w ne particule

demasse M et de vitesse instantanéeV , est : w

Ey =1mv® +1kx’ g
= Danslecasdelachutelibre: E,, =3mv* + '\

< Principe dela conservation del’ éner gie mécani ASuilSial) ABUal) Jalias) fag)
Dans le champ de force conservatrice (0 t d'un potentiel) I'énergie
mécani que se conserve au cours du temps.

Ey = E, +E,=C" (6.37)

Cela veut dire que la variatioq 2nergie mécanique est nulleAE,, =0, cela
veut dire aussi que la variation del’ énergie cinétique est égale a la variation de I’ énergie
potentielle: AE, :AEp. En d'au mes, S le systéme est isolé mécaniquement
I’ énergie mécanique est ¢ vée.

Dans le cas de 5 de/ﬂ(ottements, la variation de I’ énergie mécanique est
égale alasomme destrav forces de frottement Zmett ;

AEM = ZWfrott (638)
= C u icule dansun champ deforce élastique
(A 568 Jia (A Ao Al
fi&re 6.9 représente un systeme mécanique isolée compose d’'un corps de
m associé & un ressort de masse négligeable, de constante de raideur K et de

ngueur avidel,.

bk"
!

Fig 6.9

A chague instant le corps est soumis a une force de rappel F=—k«l et
X=l—1,, oi | est la longueur du ressort & un instant donné au cours du
déplacement du corps.
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Quand le corps se déplace du point A au point B, on peut écrire:

B B B
AE, =E,, —E,, = [F.dl = [F,dx=—k[xdx
A A A

1 1
AEC = EkXi — EkXEZS = —AEp

(6.39)

D’ apres le principe de la conservation de I’ energl e mécani que on écrit :

EMA:EMB<:>—k.x2+£mv kx += mv

| FTT2 T 2
On comprime le ressort d une longueur (X——a ap position

d équilibre (X = O) par I'intermédiaire du corps, puis on ab. e stéme a lui-

méme sans vitesse initiale. Le corps est animé alors dun m &'ement rectiligne
sinusoidal entre deux positions extrémes X = —a et X="+

La figure 6.10 représente les variations de I’ énergie potentielle en fonction de
I’allongement(x=| — IO) du ressort .Nous av. té sur la méme figure en
trait discontinu les variations de |’ énergie cinétiqu

Nous avons a chague instant : B4

10

E,+E, :_w\%w (6.40)

4

Ce que perd le systéme sous Qenergle potentielle il le gagne sous forme
d énergie cinétique et vice ve&

E,+
E, f/gc

@
Fig 6.10

Exemple 6.7 : Une petite boule de masse M=1g est abandonnée avec une vitesse
initiale vV, =0 d'un point A situé a I'intérieur d'une sphére creuse de rayon
R=1,25m. Elle arrive au point B avec une vitesse V'B =4ms™ . Figure6.11

Prouver gque cette boule est soumise a une force de frottement et estimer le
travail de cette force. On prend g =10ms™*
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Réponse : On applique le principe de I’ énergie mécanique :
= En absencedefrottement : AEy, = O:>%m\/B2 ~mgR=0=>vg =5ms ™"

Remarquons que le module théorique de la vitesse est plus grand que son module
expérimental. Cela prouve I’ existence de frottements.

= En présence defrottement : AE,, =» W, donc:

AEM = ZWfrott :%mv;Bz - ng:> ZWffOﬁ = _4'5x10_3J <0

An O C
E,(A)=E,(C)=0 %,
‘
’\?\E
g \ 2
Fig 6.11 /\x

9,

% Oscillateur_harmonigue simple(dasall 28 sl 5l
= Définition : L’ oscillateur harmonique si
mouvement périodique autour d’ une position ¢
a aucun amortissement (comme pqr,\ewn

excitation. @ A\

Le mouvement est régi par I’ éq ifférentiellelinéaire: X+ w?.x=0
Nous connaissons la solutio e d’ unetelle équation qui est delaforme:
=acos(wt + @)

= Energiedel’ oscillateur (V3 4dua) :
Lafigure représente un pendule smple ( le fil est inextensible de
longueur | e ? négligeable). La masse est soumise aux deux

forces, son poi latension T du fil.

ple les frottements) ni aucune

Fig 6.12

Le poids dérive d'un potentidl, et le travail de latension T est nul puisque
sa direction est perpendiculaire ala trgjectoire a tout instant. On prend comme
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origine pour |'énergie potentielle le plan horizontal contenant le point O.
D’ apres lafigure 6.12 (b), pour une position correspondant al’ angle fon a:

E, =mgz=mg(OH ) =mg(CO — CH) = mgl (1 cos®)
L’ expression de la vitesse circulaire tangente alatrgjectoireest : V = IQ.UQ

On peut calculer maintenant I’ énergie mécanique du pendul e (appel ée aussi
lapremiere intégration de I’ énergie) :

E, =E, + E, =mgl(1— cos®) + %ml 20> =C" (6.41)

Divisons I'équation (6.41) par ml®et posant a)02 :Ig’ I’ex'%wde

I’ énergie mécanique s écrit alors sous laforme : £
(6.42)

0% + 20,” (1- cosh) =K ,V‘y

te

ou K= est une constante détermi n@p es J tionsinitiales. S
mI
on prend par exemple 0 = Opour 6, = W cas et d' apres lafigure
6.12 (a), on a:
AE, =0=-AE, &i (z-z)= —mI 26°
—mgl (cosé 7&0 mI 202
Pour de pareilles |t|o I equat| on 6.42 devient :

%2 0sa — cosf) =0 (6.43)
® Equation d (AS,all dalxs)

n du mouvement est une équation différentielle de
dre On |’ obtient en dérivant, par rapport au temps, |’ équation
te643

A .
\ 0+ sind=0 (6.44)
» Pour des oscillations de faible amplitude
(SN0 =064 <10°20), I'équation s écrit :

X , :
? Y 0+ w,’0=0 (6.45)

La solution générale de cette équation est :
6 = a cos(wt + @) (6.46)

Cela nous indique que le mouvement est un mouvement de rotation
sinusoidal de pulsation @), , et de période:

T= =0, f (6.47)
@, g
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On peut arriver a I’ éguation 6.44 en partant de la loi de mouvement
P+T= ma, et en projetant cette derniére expression sur la direction
radiale:

—mgsind=mld = +wisind=0

De cet exemple nous tirons la remarque générale suivante :

Lorsque I’on déduit une équation différentielle de premier ordre(D) , et

gue cette derniere n'est pas indépendante de I’ équation différentielle de
second ordre laquelle exprime la loi de mouvement : nous dirons dans ce

cas que (E) est la premiére intégrale des équations(D) (ca veut dire que
(D) est la premiére dérivée de |’ équation (E) ).

Dans le cas que nous avons éudié, |’ éguation 6.43
intégrale de |’ équation 6.44. £
\

7/ COLLISION DE PARTICUL ES(&L*».AJ\ palial)
+* Conservation dela quantité de mouvement :

Nous dirons qu’un systéme a subit un choc si lesv de ses é éments ont
eu des variations considérables entre deux instants, - res le choc, de telle
facon qu'il ait un échange de quantité de mouv 'énergie entre les différents
éléments.

Soient P, et P, les quantités de mouvemgt deux corps avant la collision,

et P, e P,les quantités de mouvement aprés le choc. Le systéme est supposé isolé.

Les effets mutuels échangés entre X particules de masses met Mm,se

produisent dans une région t%} espace et trés petite, C'est pour cela que
pon

nousdisonsqu’il s'agit d'un
Nl / P
— )

avant apres
YW /(pz< — ) \p;z
\(\) Région du choc

Fig 6.13
Pui le systeme est isolé, la quantité de mouvement et |’ énergie cinétique sont
conservées. Donc, on peut écrire:
E ' P*P =P +P=Cle=Ap=0 (6.48)
m.y, + m,v, =m.y, + m,.v, (6.49)

Notez bien le caractér e vectoriel des deux équations.

» | echoc élastique:
Le choc entre deux particules est éastique si I énergie cinétique totale E_ du

systeme est conservée au cours du choc. Les particules ne s unissent pas apres le
choc.
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Si on note I’énergie cinétique avant le choc par E_ et par E; aprés le choc,
2

P

et en serappelant de |’ expression E, = 2—on peut écrire :
m
E. = E(; < AE, =0 (6.50)

S I
2m 2m, 2m_ 2m,

(6.51)

1, 1 -, 1 5, 1
E”&-Vl +Emz-vz _Em-vl +Emz-vz

Notez bien le caractére scalaire des trois dernier
équations 6.51 et 6.52 suffisent pour résoudre n’importe g robléme relatlf
aux chocsentre particules.

o
Exemple 6.8 : .
Un projectile de masse 8009 se déplace sur une

oite h ntal ala vitesse de

Ims™ pour atteindre une cible au repos de m cible touchée se met en

mouvement suivant une direction faisant un angle ° avec I’ horizontale.
al Déterminer ladirection et le module de la vi du projectile apres e choc.
b/ Déterminer I’ intensité de la vitesse deﬂq&ble apres le choc.

Réponse :
al Détermination de la di r@} ectlle et calcul de son module: Voir figure

6.14.

Avant le choc

®
Fig 6.14

Le triangle OABest rectangle, ce qui implique que le quadrilatére est un
rectangle, donc: o + f =90° =

% 2mz:>p1 P, + p’

P

»

\
___PNg
-30° /
/

Aprés le choc

cosa = BV = |v, =0.50ms™

PV
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b/ Cacul du module delavitesse:

cos(—30°) =

—=|v=0.87ms™*

23
< | <

®|_echoc mou (ol prall)
Le choc entre deux particules séparées et dit mou , si elles s unissent apres le
choc pour former un seul corps. Les deux particules auront la méme vitesse aprés le
choc.

Dans ce cas: S pPet P,sont les quantités de mouvement des deux

particules séparées avant le choc, et Ei la quantité de mouvement des d es

unies apreés le choc, nous pouvons écrire aors:
ri1+r32=ri'=Cte:>Aﬁ=6 A E 7 (6.53)

pl2 + p22 — \, (6 54)
2m  2m, Z(ml +
1 1 V

1
“mv+myvi== 6.55

Exemple6.8: 4 y
Une particule de masse 5Kg se déplacant. &la vitesse de 20ms " entre en collision
perpendiculairement avec une autre e de masse 6kg qui se déplacait a la

vitesse de 15ms™. En consd
al Quelle est Iaquantlted uv ent du systeme'7

b/ Calculer lavitesse arti apresle choc.
Réponse :

a 134. 5kg S b/ 12.23ms™

8/ DISCUSSIO U BESD ENERGIE POTENTIELLE
(Al 28Ul Cilyinia d58L)
Nous té sur la figure 6.15 une courbe qualitative dans le cas d'un
mouvem idimensionnel (elle s effectue suivant une droite).

Ecrivons |’ expression de laforce souslaforme:

® _ dE,
;’ ~ dx

dE,
Or d— représente la pente de la courbe E ( X) . Lapente est positive lorsque la courbe
X

est croissante, dirigée vers le haut ; elle est négative si la courbe est décroissante et dirigée

vers le bas. Donc, laforce F (dont le signe est opposé a celui de la pente) est négative, ou
orientée vers la gauche, lorsgue I’ énergie potentielle est croissante ; elle est positive et dirigée
versladroite lorsque I’ énergie potentielle est décroissante.

Nous avons schématisé et précisé tout ceci sur lafigure 6.15 par des fleches horizontales
et par des espaces en dessous du graphe.
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1 A /]B M, A

h
b d
droite gauche droite | gauche )A

Fig €.15: Relation entre le mouve
ligne droite et Pénergie po

Le mouvement est possible si la condiﬁ(xp — E, >0est satisfaite. Sur le

graphe les droites horizontales représentg( I'é otenti eI le pour différents cas.

Premier_cas: L’énergie méc e co r&spondant a la droite (1) qui coupe la courbe
E, (X) en deux points AetB. partlcu ibre entre les deux abscisses X, et Xg; mais son

mouvement n'est pas permf\) deyet agauchede A, sinon E, =E,, —E < 0, ce

qui est impossible.

Deuxieme ¢ er e mécanique correspondant a la droite (2) qui coupe la courbe
Ep (X) en quatr I D,F,G. Le mouvement de la particule est permis dans deux

régions: entr isses X. et X, €t entre les abscisses X- et X5 ; or la particule ne
peut vibrer que dans I’ une des deux régions, mais ne peut pas sauter d’ une région a une autre,
sinon elle d0| ansiter par larégion DF , ce qui est impossible (parce que dans cette région
I’én et|que est négativeE, =, — E < 0). Les deux régions ol le mouvement est

permis sont séparées par ce que I’ on appelle « barriere de potentiel ».

Troisiéme cas: L’énergie mécanique correspondant a la droite (3). Le mouvement est
permis entre les pointsH , | .

Quatriéme cas: L’énergie mécanique correspondant a la droite (4). Le mouvement
n'est plus vibratoire et la particule se déplace de K vers!’infini.

< Positions d’ équilibre (¢ s gl ) :
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E
Pour que —~ =0 et obligatoirement F =0, il faut que I’ énergie potentielle
X

soit maximale ou minimale, comme aux points M, , M, , M. Ces positions sont les
positions d’ equilibre.

= LieuouE (X)_est minimale:
L’ équilibre est stable si la particule bouge & peine, commeen M, , M, agauche
ou adroite, une force agit sur elle pour larappeler arevenir alaposition d’ équilibre.

= LieuouE (X) est maximale:

L’équilibre est instable : s la particule bouge a peine, comrrken force
agit sur elle pour I’ éloigner de la position d équilibre. u
» LespointsA B,C,D,F,G,H,| sappelent points d arrét. Wslaparticule
S arréte ou change le sens de son mouvement. ‘7"
] /
9/ FORCES NON CONSERVATIVES ( ou forces ne déri "un potentiel)

(o fa il gf) Addlaa il (5 i)

Dans la nature il existe des forces non conservatri orces de frottement sont un

exemple de celles la. Le frottement de glissement s opg ujours au déplacement, et son

travail dépend du chemin suivi. Méme si la trgjectoi fermée, le travail n’est pas nul, et
I’ équation 6.30 n’est plus valable.

Il en de méme pour le frottement dan \uid&s gui S oppose a la vitesse dont il
dépend, mais indépendant de la position.
Une particule peut étre soumi I‘ET\ temps a des forces conservatrices et a des

forces non conservatrices.

Exemples:
= Une particule en chute dans un fluide : Elle est soumise a son poids P, qui dérive
d’un potentiel, etalaf de frottement non conservatrice.

astigue: La particule est soumise a la force de rappel
conservatrice. Elle est soumise aussi a une force de frottement de
—CV non conservatrice, sachant que le travail de celle- ci est :
W'=F'dr =-C.xdx=W'=-C.x>.dt <0
Le signe négatif sexplique par le fait que les frottements absorbent
Weﬂgie du systeme, ¢’ est ce qui explique I’ amortissement du mouvement.

= Pour u
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EXERCICES *x et
Exercice 6.1 1.6 ru
Une particule est soumise & une force définie par ses | Liaayl 4 . . . _LJ.-L&

coordonnées cartésiennes : GlilaYlh Ajme 348 fal dena Lo
ZERLPIN]

F=(x+2y+az)i +(Bx-3y-2z)] +
(4x+yy+2z)k
Ol «,f,y sont des constantes. X,Y,Zsont en

métreet F en newton.

1/ Trouver lesvaleursdea, 3,y pour quelE dérive
d’un potentiel.
2/ Trouver I'expression du potentiel E (X, Y, Z)

p
dont dérive laforce sachant qe E, (O, 0, O) =2.

F=(x+2y+az)i +(Bx-3y-2)]+
(4x+yy+22)k
chenlbF cj."ud\.l X, Y,z e g a,ﬂ,y dua
g die FogsS s o, By a8 a1
cOsS
e G5 A B (XY, 2) 05 3 ke a4 /2
E,(0,00)=2 ¢ L Fs

i

Exercice 6.2
On considére dans un repere cartésien un champ de

[<+2)

1. Déterminer X(X, Z) pour quelf dérive d’'une

forces F o expression :

k

—

F=X(x2)i +yg +

énergie potentielle Ep gue I'on calculera, sachant que

laforce est nulleenO . On prendrale plan OXy comme
origine des énergies potentielles.
2. Calculer aors, par deux méthodes différentes le

2.6 (p paS
ke F ool Sa 5080 dlaa (b dias

F :X(x,z)T+sz+(x2+%y2]lZ

E, il 4l o F s S X(X,2) e /1
1% O dagma 3l o Wde dlgaas A
LAl el JaueS OXY (s sinsal)

Ol U5k e cilitn oy ol /2
e gl @Y aladd) (63

long de I’héice d’ équations x=Rcosf , y=Rsing , z=ho
pwmarqu$X=?COSQ , Y=Rsing , z=he, il ) M1(6’=O) ALl e E sl Jee
le travail deFdu point M,(6=0 au
vl P 1(6=0) M, (6=x)
p0|ntM2(9—7z). o el Uluny Gifide 2o o Joans Ja [3
3. Obtiendrait-on un résultat différent en calculant le ¢ il Jaie Jsh
travail le long d’ une autre courbe ?
Exercice 6.3 3.6 (sl

Une particule matérielle de massem se déplace
sous |’ action de laforce:

F =(x*+y?)a, +xat, +xyd,
Du point A(1, 2,—1) au point D (2, 4, —2) .

Calculer le travail de laforce F suivant chacun des

I I L CIPG A W Pt R D D vt

F =(x*+y?)a, +at, +xyd,
.D(2,4,-2) il ) AL 2,—1) i (e
Al Gllad) e e IS iy F 3580 Jee conal

trajets suivants: ¢« AD asivdl) /)
al ladroite AD B(2, 2,_1) Gyn ABCD il ball /o
b/ la ligne brisse ABCD ou B(2,2,-1) et c(2.4-1)

y Thy T 3
C(24,-1), ksl Y abadly Cayadll Jiaidll [
d/ la courbe définie par les équations X =t y=t2 7=t
paramétriques: X =1 , y=t2 , Z=t, sachant ’ ’
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que la particule quitte le point A a I'instantt, =0

et atteint lepoint D al'instantt, = 2s.

5ty = 0dkall & A e call) dnlll dbdl) o Lle
tp =2sdkall 4 DAl ) Jea

Exercice 6.4
Une particule de masse Mse déplace sous |’ action
= k _
d’'une force attractive F = —— U . Latrgectoire est
r
un cerclederayon . Montrer que:
k

al I'énergietotaleest E = >

f k
b/ lavitesseestV =, [—,
m

¢/ lemoment cinétiqueest L =~/mkr .

4.6 (p pad

3 il cad oM L daws  Jun
. = k . .

L yhd Caad 3 la ol .F:—r—zug,_m_;
tof O

‘E:—L@aﬂm\aﬁu\/\

2
[k
V= —‘5&4.9).4\3\/&_1
m ©

L=Vmkr s SOal Ll

Exercice 6.5
Une particule se déplace depuis I’ origineO jusqu’au
point A défini par [ =-3U, +4U, +160, sous

I'action delaforce F =70 + 6U, . Calculer :

al le travail effectué. Est-il nécessaire de spécifier le
chemin suivi par laparticule ? justifier.

b/ la puissance moyenne s'il faut O,6Spour aller
d'un endroit & un autre.

¢/ la variation de I’ énergie cinétique sachant que la
masse de la particule est1Kg .

€/ la vitesse finale si on considére la vitesse initiale
nulle.

f/ la différence d'énergie potentielle entre les deux
points. Que remarquez-vous ? Déterminer |'énergie
potentielle au point B défini par
r'=7a, +16l]y —-42d4, .

9.6 (sl
r =30, +40, +160,— i

—

tcwal . F = =70, + 60,553

ladl maas U e da il Jeddl /)
Jle ‘.‘@L\S\

OSe e JEN) S 1Y Ao gid) deliuy) /o
.0,6s by Al

Aol A o Lle 48 jal) 48l 4 sl [z
-1kg
Ve s A8V de jull U die) 1Y) Al de pull /o
fhadti 0l . opibadll oy daalKY ALY 4w /o
— dipd) Bilal 4 AndS) &) s

.F'=70, +160, - 420,

Exercice 6.6

Une grenade lancée horizontalement avec

vitesseV = 8ms *, explose en trois fragments a masse
égale.

Le premier fragment continue a se déplacer
horizontalement av = 16ms ™, un autre est lancé vers
le haut suivant un angle de45° et le troiséme est
projeté suivant le méme angle vers le bas.

Trouver la grandeur des vitesses des fragments deux
et trois.

la

6.6 (m ya0

aiid vV =8MS T Ae e Ll Ay ALE
QY A gl Wad GO ) 5 jlaidie

Ll Syl Jalgs A5V Lalad
eV ) s Aot dadd) (v=16mS e
D GAIEY dadadl) g 31 ma 45° miali Ay ) Caa
L) g o1 5 Ayl G s

ARG 5 Apl) il e pu e JS BaE ol
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Exercice 6.7
Une masseM =100g est attachée a I'extrémité

d'un ressort disposé horizontalement, comme indiqué
sur lafigure ci-dessous, et dont la constante de raideur

estk = 20Nm ™. Une massem=50¢g se déplacant
a la vitesseV, = 0.5ms' vient heurter la masse M
initialement au repos. On suppose le systeme isolé.

1/ Cadculer la vitesseV et le déplacement
maximal X, de la masseM aprés le choc, en
considérant le choc comme étant élastique, et en
supposant que les vitesses deM et m sont paralléles
apresle choc.

2/ Calculer la vitesseV' du systtme(M +m) et la

compression maximale subie par le ressort dans le cas
du choc mou.

3/ Calculer le travail dépensé pour la compression
maximale du ressort toujours dans le cas du choc mou.

-

1.6 (el

Cigpe b ¢ gali Ao A M =100g A€ oo
b (38,4 JSal) L@l e sase o k=20NMT
pahaal vy =0.5ms' &l de yw M=50g 4kS
Al g e Aleall (o s L Ad gl MBS

M bl x; ekl JEY) 5 Ve jull caal /1
M e s gl il o el aslail) Alla 8 aaiall ey
cpdall ay i J e M

Liad) 5 (M+m)iall v' i, sl /2
ol sl Al & Gadll X alae Y

oalll o) Ll Cig peadd) Jeadl cual /3
ol adbadl Al i

k

M

\‘//////////// 7

;777777

V4

Exercice 6.8

Un corpsM de massem est soumis a un champ de
forces a symétrie sphérique, et d' énergie potentielle
de la forme: E, (M ) =Kr’e"'® ou K e a
sont des constantes positives et = OM Ia distance
entrelecorpsM et I’origineO d’ un repéreinertiel.

1/ Représenter graphiquement Ep(r) en fonction

de , sachant que la dérivée seconde de I énergie est
positive pour I =0, négative pourr = a et tend vers
z&o en valeurs positives quand I — oo .

2/Trouver I'expression de la valeur maximale de
I’énergie Ep .

3/ Trouver les positions d’ équilibre sur I’axe X 'OX

ol X est!'abscissedu corps; —o0 < X < +00.,
4/ Quelles sont les positions d'équilibre stable ?
justifier votre réponse.

5/ Trouver I’ expression de laforce F (M ) .

oS bl d g @ Jial maiS M aus gl
E,(M)=Kr2e® 0l e 2l asla
M auall 200 1 =OM 5 glase WG a5 K
.l alaad Ol e

Wi o We ¢ Ay Ej(r) g s /1
g r=ade s of =02c 4 o 48dall 40l
.r%wd;iwh;fﬁi;}mﬂ};jdj;

B, Aall akiell Tadll 5 e 2a /2

XIOXJJMX\ ‘_%Jx: O‘}\}ﬂ\ cﬁa\}a A /3
.= < X < 400 tanall Aald X Cua

clia) Jle ¢ gl o) 5 aaal 5o b L /4

F(M)s s 5te 2a /5

Exercice 6.9
Une particule de masse M est lachée en A sans
vitesse initidle. (Figure ci-dessous). On cherche a
savoir quelle doit étre la hauteur H pour que la
particule atteigne le point S sommet de |a gouttiére.
1/ Appliguer le théoreme de I'énergie mécanique
pour calculer lavitesseVg au point B.

AN e w5 Age MLEES dapea &l o
Helw,¥ o L cayed cag o (dauy) 8 JSal)
(ol A Skl dapuall ali S o U

Vg e ) Giloal A0S0 A8 4 ks 3 /1
cBaka b
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2/ Exprimer h enfonctionde etd.
3/ Appliquer le théoréme de I'énergie mécanique
pour calculer lavitesseV, au point C enfonction de

hetvg.

4/ En appliquant le théoreme fondamental de la
dynamique, déduire la valeur de la réaction R en
fonctionde m,r,0,v; etg.

5/ Démontrer que la vitesse minimale que doit
acquérir la particule au point B pour atteindre le

point S est Vg in = 2\/5.

6/ En prenant Vg .. lavitesse au point B, calculer

min
laréaction aux pointsB et S. Que conclure ? En quel
point laréaction s'annule-t-elle ?

7 Quelle est lavitesseV, 5 que doit avoir laparticule
au point Bpour ateindre le point Ssans que la

réaction ne change de signe? Quelle est la valeur
de H correspondante ?

.05 Ny hge pe /2

Ve Ao yud)l Cluad A0S0 48kl 4 jhs (3ula /3
- Vg s halyay Cadaa)

3 R it el il L) &y ) Gl /4
-0 s Mr,0,vy ¥y RJad
Rl e Gy () &) de ) o o s /5

Sikill  aad B Akl 4 el
'VB,minzzﬁcf

Jaill 2 cal Bkl & de ) vy oAl /6
paniy Adals (ol 8 Taliind 13k .Sy B il
?dzsl\ Q)

e 858 o sy I Vogde & L [7
J os Sikal ) Jeas S Bakall 8 desal
AP ETREA| HM@LA"::\AA\M\J‘)J.\H

A

Exercice 6.10
Trois billes de massesm;, M,, M, reposent dans une

gouttiere horizontale parfaitement lisse. La billem,
est poussée avec une vitesse initiale dans la direction
de la billem, qui a son tour, et aprés le choc

avecm,, roule dans la direction dem, et I’heurte. En

considérant les premier et deuxieme chocs
parfaitement élastiques, quelle doit étre la vitesse que

10.6 ¢y pal
S e (B MMy, My LS & S ED s
ol < WINy de o M 3 S s s slall JalS
G‘);ﬁsrrh @ed..aﬂdgjs\.b‘)_jjgé\“} m, 5 S
5 Y Ofesall el Lleenal 5 My olad

u\ e ‘;"J\ 4.4.153\ P Lad sa_]j)&j\ -3l Z_ULJ\

axall axy My 5 S0 Aoy S5 a M, 5 SN Laals

doit prendre la billem, pour que la vitesse de la gadac)
billem, soit maximale ?
Exercice 6.11 11.6 ( pal

Le corps de la figure ci-dessous a une
masse M = 5K . Partant du repos, il glisse sur un plan
incliné d'un angleed =60° par rapport a
I’horizontale, jusqu’a ce qu’il atteigne le ressort R de

5 M=5kg o 4 4l JSi) o puall sl

dla e Jo W gSdl e Gy
G Gl aly s (@ Ly o = 60°4 5
k =5000N.mM ™" 4 5 50 |, =40cma sk
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longueur a videl, =40cm, de constante de

raideur kK = 5000N.m*, et dont I’ autre extrémité C
est fixée au bout du plan. On suppose qu’ une force de
frottement S oppose au mouvement du corps sur le
segment AB=a, le coefficient de frottement

cinétique étant £ = 0, 2, puis elle s'annule sur le reste

dutrajet BC =2a.

1/ Calculer laforce de frottement sur le segment AB .
2/ Calculer la vitesse acquise par le corps au point B,
puis la vitesseV avec laguelle le corps heurte le
ressort.

3/ De combien le ressort se déforme-t-il ?

4/ De combien le corps remonte-t-il sur le plan incliné
lorsqu’il est repoussé par le ressort vers le haut a partir
du point ou a eu lieu le premier choc, en supposant
gue laremontée se fait sans frottement ?

Onprendg =9, 8ms=.

38 i (s gl Algd (B e HAY) 4yl S
dakadl e awall ASja Sla Sl
Sl dKaY e (AB = adaiiud
. BC = 2a 4l uﬁhulceqajeﬁ‘/,lZO,ZLﬁ}LAg
. AB dagiivudl dadadll e GlSiaY) 5 8 canal /1
G aall Gph e LSl Ayl sl /2
ool sl L areay A Ve ) S B dkil)
Sl Ll it s L /3
anby Leis il 6 sisddl ol aaiay oS /4
Aalaa¥l Al e elaid AoV ) aaa e il
SS9y 3 graall G Gl 8l ¢ 5V
.g=9,8ms? b

O

Exercice 6.12

On abandonne sans vitesse initide al’instant t =0
un point matériel de masse Men un point M, de la
face convexe d’ une sphére de centreO et derayon R,
sur laguelle il est susceptible de glisser sans
frottement. (Figure ci-dessous).

1/ En n’appliquant que
conservation de |I'énergie
angulaire@ enfonctionde R, g, etd.

2/ En appliquant le principe fondamentale de la
dynamique trouver la réaction du support en fonction

de ,a,metg.
3/ Pour quel angled, le point matériel quitte-t-il la
sphére ? Discuter le résultat.

le théoreme de la
trouver la vitesse

12.6 ¢y sal

A de w05 MEES duale Al o i
Osx Glml My ksl e t=0 ddaall
Ola S je 381 Cganadl aa gl o clSISia
(das) 8 Jsal) Rl lad ol

aag Ladh ddla) Ll 4 lay suli /1
.0 s Rg,a Ny 044 ) dc yu

20 aagl oatll i) ) Gl /2
.05 O,a,m AV Jalall Jxd

Al ddasl) Holes Gy @l dal e /3
a8l 5 <)

A.FIZAZ|

Univ-BECHAR

LMDL/SM_ST




Travail et énergie

219

d3Ual) g Jaadl

Exercice 6.13
Un corps de massem se déplace sur I'axe X'OX.
Son énergie potentielle est donnée  par
I"expresson E, = K%, ol K et a sont des
X" +a
constantes positives.
1/ Représenter I'dlure géné&ade de la

courbe Ep =f (X) .

13.6 ¢y sal
il X'OXpeddl Jde M Al aia
. X . " .
Kdus « Ep=K > 2!:)\.}:1\.} tlaze 4wl
X" ta

Ol se QG @ 5
By = f(X) el el JS3 s /1
5 Leie Bofall lamge )5l gl se 2 /2

2/ Trouver les positions d'équilibre en précisant 3 Eia )
celles qui sont stables et celle qui sont instables. )
Exercice 6.14 14.6 (3 sl

Soit un référentied R de repére(O,Ux,Uy,Uz).

Une bille assimilée a un point P, de massem, est
astreinte & se déplacer sans frottements le long d'un
demi-cercle de rayon a .(Figure ci-dessous).

Lepoint P est attaché a un fil élastique dont I’ autre
extrémité est fixée enO'(OO' = a) . Le fil posséde
une raideur K et une longueur a videl . Le point P
est repéré par I’angle(OX, OP) =0.

1. al Exprimer le vecteur O'P en fonction de a,o
dans la base polaire(ur =%F,G,J. En déduire

I’ expression du moduleO'P .

b/ Exprimer la tension T du fil en fonction
dea,k,l, et @ dans cette méme base.

2. al Déterminer |’ expression du vecteur vitesse V
dans labase polaire.

b/ On note F la résultante des forces exercées sur la
bille P . Donner I’expression de la puissance F .V en
fonction de aetd.

(c) En déduire I’ énergie potentielle Ep dont dérive

laforceF .
3. (8 On suppose vérifiées les relations suivantes

entre les parametres :
2mg :@(a_%

a=—>
k

(0,0,,0,,0, ) dlaad 53 R g2 0 ¢4
JMBJL..AA «m Lk ‘Pw&m:\gﬁ
5 dsh e dial g4y

(JeY) b Sl ). als ki

Gy G e b ) Aagse Pl
K5 ,e culi laall . (00'=a) 0" & AYI ikl
PU:&.‘J\ A2a% 'IO t)\& }A 9 d}L 9
-(Ox,0P) =6 a5 3.

sacldl 4 @,0iNy O'Peladll e e /) .1

. 5 . .

Bl .(q =%P,UHJM\
.O'P il
O s a,k,'oﬁ\ﬁl}w f_).ijﬂ\ e e /u
Baclall s 8
sl 3 Vieu) glad sjle s [I .2
gl

Slo dnhdl 5@ dlasd F ey fo
.05 ail¥ay FViclawy s e L) . P4y SI
cF e Guin A B Al di) i /m
tAiae Al G AU B a 5s /) .3

amg I0=\/§(a—@]

a=—-
k k

dal e 0, 5 0 o)) ans La L
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Quelles sont les positions d'équilibred;, et 6, c0<o<”
0o 7 ? 2
FIAUSUES ¢ Megdle Joanall o)) sl g el [
(b) Etudier la stabilité des équilibres obtenus.
OI
O
XV
Exercice 6.15 15.6 (i pad

Deux pendules simples de méme longueur |, sont o L U Gl g O il iy b Gl
suspendus au méme point O. Lesbilles B, et B, qui Ll - ut:ﬂ\ B, B s : JJH.\.
§ 2 L .
les constituent possedent les masses M et M,, et A bl e i 50 M, 5 M kS
deayg Ldn B my.ods A mosm
A Ao e 5 LS
M, s M AV, 5V eyl aa /1
ex=m/m, i€l dws 5 g,l,a AV paal
m — a, 5 g“j":w <l sy cé:‘:'}‘) K
il AX 5 oo AV aall b m,
Gany 53 L ) g pall JalS alabaal) (al il /)
(¢ x<1ex=1e¢x>1dal e

seront supposées ponctuelles. Au départ, B, et B,
sont en équilibre. On écarte B, d'un angle ¢, , puis
on |'abandonne sans vitesse initiale.

1/ Déterminer les vitessesV, et V, de B, et B, aprés

le choc, en fonction de a,l,g et du rapport des
masses X=M/m,; ains que les angles d écart
maximum ¢, et a, de B, et B, aprés le choc, en

fonction de« et X dans les deux cas:
al en supposant la collision parfaitement éastique

(quesepasse-t-il pour X =1; Xx=1; Xx<19); OWES dusy el s m s m Wik J /o
b/ s on enduit B, et B, de glu, de maniére a rester (el paall ) ariall aay piidaile
collées aprés la collision (choc mou). . 0y = 60° 1 Gk [2
2/ Application numérique : ¢, = 60°. /1) 335 /)
alonseplaelclee?/?;?gzsi(/a{e:ﬁ endules remontent-ils SISl e e e L“Si el oo

en pcs)g:]squcontraires, du mér%e angle que I'on .. ?m.%‘ﬁ\ 0 ol ‘umsw
déterminera ? @ AN ) s e X=2 dal e [
b/ Pour X =2 , déterminer les angles d’ écart dans les J</1 5 1oAY

casl/al e 1/b/.
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Corrigésdesexercicesde 6.1 2 6.15 156 .41 1.6 (e 3 sladll

Exercice6.1:

1/ Pour que laforce F dérive d'un potentiel, il faut que larelationrotF =0 soit vérifiée.
L es équations suivantes nous permettent d’ en déduire les trois constantes inconnues :

oF
ﬁ:_y:ﬁ:2
oy OX
oF, _ oF,
=—2=|y=-1
0z OX

oF, _oF =4 Y
_ Y-z =|la
oz oy

L’ expression de laforce F est donc :
F =(x+2y+4z)i +(2x-3y-2) ] +(

2/ Nous savons queF =-gradE,(x,y,z) ; partant ceI et par une suite de
rai sonnements, nous arrivons al’ expression du potenti rive laforce ci dessus:

—%:F =-E, —lx +2xy+4xz+f y,2)

OX ’

oE 3
—E":FY:Z X :>f (%) ——y ~yz+9(2)

-E, ——x +2xy +4xz K}
oE 0
-—P=F =4 =4X— y+22:>—g(z):22
0z oz | 0z

z)=2*+C"
L’ expression du pot donc
1.,

p

=X —2xy—4xz+gy2 +yz-7"+C"*

\;{ constanteC', on doit revenir aux conditionsinitiales :
o (0,0,0) =2=C*=2
inalement |’ expression de I" énergie potentielle (ou potentiel) demandée est :

E ——%x2—2xy—4xz+gy2+yz—zz+2

p

Exercice6.2:

1/ Pour que laforceF dérive o un potentiel, il est impérative que I’ équationrotF =0 soit
vérifiée, c'est-a-dire que les trois éguations suivantes soient vérifiées a leur tour. De ces
équations on en déduit lavaleur X (x,z) . De’ énoncé on en déduit que::

FX=X(X’Z) ' Fyzyz ' Fz:X2+%y2
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oF
S N SN F =C*—(1)
o ox oy
P P ook F = 2xy+C" —(2)
0z 0OX 0z

La premiére solution(1) ne convient pas car F, = X (x,z) doit étre fonction de xet z.
Seule la deuxieme soluti on(2) convient. D’ aprés les conditions initiales la constanteC* est
nulle. D'ol: |F, = X (x,2)=2xz

Pour calculer I’ énergie potentielle on utilise larelation If:—gradE :
oE oE
——P=F=>-——"=2xz=-E, =xz+f(y,2)
OX OX
oE of (y,z
—_— = :> —_—
oy oy

——=F =X +-y =xX"+-y+ =0
0z 2 2 p 0z
39( ):Cte ° Q
Le résultat estE, =X z——y z+Cte ‘aprés les conditions initiales sur I’ énergie

potentielle, la constante g(z) =C* null§§z 0= E, =O). Lerésultat final est:

—x 2, 1 y*z
Xﬁ :
2/ Calcul du travail par

Premiére méthode :
Nous connai Sso

N\

= Rcosé
»y:RsinH
R - [w=roR]

Ep:z(x2+;yj hHRZ(cos 9+23m 0)

E,(A)=0

W =E,(B)-E,(A)=hzR?* - (3)

p

—
E (B) = hzrR? (COS2 7r+%sin2 ﬂj

Deuxiéme méthode:
Nous calculons directement le travail en utilisant laformule:
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W= [F dx+F dy+F dz]

>'-—:m

x = Rcosé
dx=-Rsing.dg = F dx=-2R’hdcosdsinfde
F, = 2xz = 2Rhé cosd

y=Rsinég

dy = Rcos6.dg = F,dy = R°*h# cosfsinddd

F, = yz=2RhAsin®

z=ho
dz=Rd@ :>dez:R2 h| cos’ ] 29 do

F, =% +%y2 = th(cosze+%sin2 9)

= j th(—ecosesin6+ cos’ 0 +%sin2 dee

Vi

W = th[é?(cosz 0+%sin2 eﬂ =

9
W=D
0 o

Les deux résultats(3) et(4) sont identiqux
3/ Laforce éant conservatrice, I@t(av  méme quelque soit le chemin suivi.

Exercice6.3:
Quelquesonlechemmlet auldelaforceestw J'Fdr

al Letravail delaforc Qhémm rectiligne.
Rappel _mathématique r trouver I’équation d’'une droite passant par les deux
points P(X., Vs, 2 et , 0N d0|tposer les équations suivantes:

y_yp — -7

\ XQ Xp yQ—yp Q=%
dédui equat|on delatrgectoire:

y =2X

= = |Z=—-X

1
=—_v+]1
5 y
Pour écrire " expression de laforceF et du déplacement éémentaired™, en fonction de la
seulevariablex danslerepere cartésien, onremplace y et z :
F =5x°0, — X0, + 2X°C,
dr = dxd, +dyd, +dzd,
y =2x= dy = 2dx = dr =dxd, +2dxu, —dxd,
zZ=-X=dz=-dx
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Calculonsletravail delaforce dans le premier cas:
Fdr = F,dx+F,dy+F,dz= Fdr = xdx

2

2 —w=ixl = w="y
Fdr = [ x’dx 3 kL 3
1

W =

P — N

b/ Letravail delaforceF suivant lacourbe brisée ABCD .
Dans ce cas, on divise le travail tota W,, en trois travaux W,.,W,; et W,
effectués suivant les segmentsBC, AB etCD.
Suivant _le segment rectiligneAB : seule x varie, y=2 e z=-1 . Les
expressions respectives de laforce et du déplacement é émentaire sont :

F =(x* +4)0, - xa, +2xq,
dl = dxd, :E y
Calculons letravail pour cette partie du chemin :

ﬁaz(x2+2)dx

2 \
=W, = E X +4x} w19 6,33J

1

W, = f(xz +4) dx

Suivant le segment rectiligneBC :onay v =2etz=-1. Lesexpressions
respectives de laforce et du déplacement elemental re r}
F= 4+ y U, +2yu,
Calculons letravail pour cette parti emln
Fdl =-

¢ = 2y] = W, =-4]

Suivant le ectiligne CD : on a z variable, x=2 et y=4. Les
expressions r&sp la orceet du déplacement élémentaire sont :
F =(4+16)0, +2zi, +84,

dl = dzi,
Calculons Ietravail pour cette partie du chemin :

Yyo Fdl =8dz
2 =W, =[82]7 = W, =83
W, = [edz [82], = [Weo

Letravail total de Aa D est donc:
W, =W, +W, W, = [W,, =-5,67J

c/ Letravail delaforceF suivant lacourbe définie par les équations paramétriques
=t , y=t*> , z=t
Remplagons dans I’ expression de laforce x=t , y=t*> , z=t :
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F=(t*+t")0, +t°0, +1°G,
dx=dt , dy=2tdt , dz=dt |= dW =(t* +3 +t*) dit
Far =(t° +t*) dt + 2ttt + t°clt

Letravail delaforce dans ce cas est donc:

W :f(t4+3t3+t2)dt:> W = 28]
0

Exercice6.4 :
al Puisgue la force est centrale et ne dépend que de  seulement, son energ|
admet une symétrie sphérique qui ne varie aussi qu’en fonction de ar atlon s

force et I’ énergie potentielle est doncF = —VE . Et pwsque la varlable

relation est totalement vérifiée dans la composante radial e— =— t en déduire

lavaleur de |’ énergie potentielle :

E, dr =k, ———+
;

Pour déterminer la constante de I’ mtegratlon on pourE, =0 onar—wx, e

par conséquentC*® =0.D’ou :

L’ énergie totale E est I'énergie m est-a-dire la somme des deux énergies:
potentielle E_ et cinétiqueE, .

Puisque le mouvement est circulaire trajectoireun cercleonav=40 , Oreprésentela
vitesse angulaire. Donc :

°T2 =E, = mezrr
v v=0r R
1k 1k
E.=—=rIr=>|E.=——|—>(2
\‘/\) =3 2[R 50
En ' al}feﬁéquations (1) et (2), membre amembre, on obtient I’ énergie totale :
[ EZEE_E: E__EE
2r v 2r
b/ ©On en déduit I’ expression de la vitesse de I’ équation (2):
1k 1, K
= —=_mV ==, [ —
2r 2 mr

¢/ Cacul du moment cinétique en coordonnées cylindriques par rapport au centre du
cercle:
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Le module du moment cinétique est donc égdl a:
L, =mr?6

1/k
=L =mr?=, [— = |L, =~/mkr
g=v_1/k Lo r'\mr Lo
ror\'nr

Exercice6.5:
al Remarquons que la force est constante. Le travail effectué est donc :

dw = Edr

-3 4
W = j{Fde+ F,dy + dez] = W = [ F,dx+[F dy %
R 0 0 \

-3

4
W = [~7dx+[6dy = 21+ 24 = [W = 45]]
0 r

o

b/La puissance moyenne est :

W 45 )

Pow="| Po ====1|P,
™t 06 L™

¢/ Pour calculer la variation de I’ énergie cinétique
cinétique :

e théoreme de |’ énergie

AE, =Y W =]
d/ En considérant lavitesse initidle nulle, laVvit

imvz—o:AECA & , lv=9,48ms™
2 m

e/ La variation de |'énergie poten I(_a)f&st autre que le travail fourni avec un signe
négatif :

E, = -W|=[AE, =45

D’apres les résultats obtenus.on remarque que|AE, =-AEc| , on explique cela comme

suit :
La particule quitte I’
Siqu

igine sans vitesse initiae, c'est-a-dire qu’elle n'avait initialement
aucune énergiecin . mais par contre elle possédait une énergie potentielle. En arrivant au
point A la vit calculée précédemment elle a acquit donc une énergie cinétique
exactement égale al’ énergie potentielle qui a été totalement dépensée. Au point Al’énergie

potentielle est nulle(E, , =0) .
@
sletravail fourni par laforce lors de son déplacement de A a B :
dwW,, = Fdr

W, = [(Fudx+Fydy) = Wy, = f F,dx +1j6 F,dy
-3 4

7 16
Wy = [ ~7dx+[ 6dly = —28+72 =W, = 443
-3 4
On peut calculer apresent I’ énergie potentielleE | , au pointB :

Epa— EPYB =Wy = Ep,B =44 , |[E ;=44]

p,B
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Exercice 6.6 :
D’apres le principe de la conservation de la quantité de mouvement : la quantité de
mouvement avant |’ explosion est égale aux quantités de mouvement apres |’ explosion :
P=P+* P, * Py = MV=nw, +nw, +my;
Puisque pet p, sont horizontales, la résultante de p,et p,est aussi horizontale et le
guadrilatére formé est un losange. (Voir figure)

v

Avant le choc

En utilisant laloi des sinus on peut écrire :
P, _ Ps

; ; =
sin45° sn45°

R= p,tP = R:\/.Dzz +;psi :
Il ne reste plus qu’ a calculer le module des vi emandées :

MV = My, +Mv,/2

V-V,
J2
Exercice6.7:
1/ Pour calculer la vitesse, on applique au systéme(M +m) isolé les principes de la
conservati tité de mouvement et de I’ énergie. Puisgque le choc est élastique, la

différe de lavitesse de lamasseM .
p=p, , MV, =My, +Mv=my,=mv,-Mv—(1)

E.=E. . %rrwjzérmf+%Mv2:>rwf =mv; - Mv* > (2)

On ééve au carré I'équation (1) et on multiplie I'équation (2) par la massem, puis on
procede a une soustraction des équations obtenues et enfin déduire la vitessev:
(1)~ (2)m=|v="2" | [y=033ms"
M+m
Pour calculer la compression maximale on applique le principe de latransformation
mutuelle del’énergie. La masseM s arréte gpres avoir parcouru ladistance maximale x,
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et le ressort se comprime de la méme valeur. Toute I’ énergie cinétique acquise par la
collision avecms'est transformeée totalement en énergie potentielle édastique que le ressort
emmagasine.

E.=E, , %Mv2=%kx§:> x0=v‘/% , |% =2,33cm

2/ Puisque le choc est mou la vitesse de lamasse m est égale ala vitesse de la masseM .
Pour calculer la vitesse on applique le principe de la conservation de la quantité de

mouvement au systéme(M +m) :

rT1\/0
M+m
3/ Le choc est mou. L'énergie cinétiqgue dépensée est égale a |I'énergie potentielle
emmagasinée :

v'=0,17ms™*

p=p, , M,=(M+m)v =|v =

=W
Z:>W

AE, = AE,

Exercice 6.8 :

1/ Le graphe ci-dessous repréeent&é‘@s de |’ énergie potentielle en fonction de la

distance .

E a

p

0 >
a
2/ L?@ie potentielle atteint sa valeur maximale quand sa premiére dérivée par rapport a
Sannule:

2
:2Kr(1—j et —0=>r=a
a’

— — 21
r=a=|E, .~ =Kae

dE

3/ Les positions d’équilibre correspondent a |’ annulation de la dérivée premiére ditp =0,

our e]—oo,+oo[ )
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dE r2)
2= 2Kr| 1-— &% =0=[r ={0,2a, +w}
dt a’

d2
4/ Les positions d équilibre stable correspondent aux positions pour lesquelles dtzp

=0, et

=0delaet d aprés|’énoncé on obtient :

d’E, T
e ZK(l 5 +20 jea = 0=|r ={0,+o0}
5/ L’expression delaforce F (M) nous ladéduisons delaformuleF (M) = - %'

dE

F(M)=-VE,=F(M)=

F(M)= —2Kr{1——) e }k (\

Exercice6.9:

1/ Calcul delavitessey; : 1mv —lmv

2/ Expression deh en fonction de r cose = |h=r(1-cos6)
3/ Calcul delavitessev,. au pomt fonction deh etv; :

=-mgh= |V, ={/-2gh+V}

= |R=3mg cosé — 2mg +va§ — (1)

5/ Pour que la particule atteigne au moins le point S avec une vitesse nulle il faut qu’elle
ait acquis au point B une vitesse minimale qui doit vérifier I’ équation :
%mvg—%mvé =-mg(2r) = |V i =40

[—)

0

6/ Pour calculer laréaction aux pointsB et Sexploitant I’ équation (1) et remplaganthet 6 :
AupointBona:#=0,h=0, dou :
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R, =3mg cos0-2mg +va,§min

R, =3mg—2mg+Tm4gr:> R, =5mg

Aupoints onad=r,h= ,dou:

RS = 3”0 Cosz — 2mg +vaé,min

Rs =—3mg—2mg+7m4gr = |Rg=-mg

de cela que la react|on sannule au pointl ). Le point ou s annule la réactio
I’angled, que nous voulons déterminer (toujours a partir de I’ équation (1

R =3mgeose, ~2mg+VE e
i

0=3mg cosd, —2mg +m4gr = C0S6, =

7/ Pour que la réaction ne s annule pas entre les -r@ B , C'est- a—dlre gu'elle doit
rester positive tout au long del’arc BS, il faut satisfaire les @ tlons suivantes :

R> 0= 3mgycosz @ m-22 > 0
r

Lavaeur deH correﬁpondante

Exercice6.10 :

Prem|erecoII|S|on

Soit v, lavit initiadle elablllernl avant le choc, pendant que la billem, est al’état de
repos. ApresA premiére collision, la vitesse de la billem devientV, , au moment ol la
billem, t tessev,. Appliquons les principes de la conservation de la quantité de

mouvement et de |’ énergie cinétique pour pouvoir écrire::
. my, =my, +my, = my, =my, -my, - (1)
1 1 -, 1 ‘
oMV =M +Ho Mg = my’ =my; -myy; - (2)
Eliminons I'inconnuev, entre les deux équations(1) et (2), en élevant au carré la premiére

et en multiplions la deuxiéme par m , puis on en déduit la vitessev, :

(1)° = mPv2 = mAv2 +mAvZ — 2mmy\,y, — (3)

(2)m =— mpv? = miv; —mm,\; (4)

2my,

(3) =(4) = mev; —2mmyvv, = mmy; =|v, = .y

A.FIZAZ| Univ-BECHAR LMDLVSM_ST



Travail et énergie 231 d3Ual) g Jaadl

Deuxieme collision:

Soit V,lavitesse de m, acquise apres le premier choc, pendant que labillem, est au repos.
Apreés le deuxiéme choc la vitesse de la billem, devientv, , et V, la vitesse acquise par la
billem, . Appliquons les principes de la conservation de la quantité de mouvement et de
I’ énergie cinétique pour pouvoir écrire :

My, = M, + My, = My, = myV, —my; — (5)

%mZVS =%mzv;2 +%msv3? =My, =my; —my; —(6)
Eliminons I'inconnuev, entre les équations(5) et (6), en élevant au carré la premiére et
en multipliant la deuxiéme par m, , et puis en déduire lavitessev, : %’
(5)° = miv2 = mAvZ + mAvZ — 2mmy,v, — (7) Yy
(6)m, =— mv;? = mv; —mmy; — (8)

(7) =(8) = miv; — 2mmyv,v, = mmy; =

Remplagant v, par savaleur cal cul ée précédemment p

V. = amm,y,
3
(m+m)(m, +m,
D’aprés I'énonce les grandeursvl,ml,ms' es constantes, maisv, est variable

puisqu’elle est fonction dem, dont nous ns-déterminer la valeur pour quev, soit
maximale. Le probleme se transforme don ﬁmction mathématiquev, = f (mz) gue nous
devons dériver, et de la chercher une/\&}m2 pour laquelle la dérivée de v, par rapport a
lavariablem, s'annule.

Pour simplifier posons X 0V, ;/{et écrivons |’ équation (9) sous laforme:

y= 4myv, X
2* (M +x) (x+m,)
Dérivons |’ n X) pour obtenir :

' =1(x)
»’ ﬂ=4mlv (my+x) (x+m,) = x[ (m +x)+(x+m,)]
dx ' (m+x)* (x+m,)’

® 2
d m., —
dy:4le1 i 2 > 2

y atteint savaleur maximale quand% =0,dou:

%:O:mlms—xZ:O: x=m,=./mm,

La valeur obtenue est celle de la massem, pour que la bilem, acquiére une vitesse
maximalev . apres que la billem, I'ait percutée. Quant a |’expression de la vitesse
maximale on |’ obtient en remplagant m, dans!’équation(9):
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v o Ammmy
" (mrymm ) (Jmm, +m)

Exercice6.11 :
1/ Laforce de frottement suivant le segment rectiligne AB est :
f = uN
H =|f = umgcosa| , [f =4,9N
N = mg cosa

2/ pour calculer la vitesse acquise par le corps au point B, appliguons e théoreme de
I’énergie cinétique :
AE, =YW,

%mvé ~0=mgasina - fa=|v, =\/2a(gsina—i]
m
Par la méme méthode calculons la vitessev en negligeant |
BC du chemin suivi :
1 1

Emvz—amvé =mg(2a-1,)sina =

1 1
AE.=AE_, Zmv == , |x=14,5cm
2o, L w2
4/ Dans ce cas C'est I'inverse qui“se produit : toute |’ énergie potentielle gque le ressort a
emmagasinée au cours de sa compressi ransforme de nouveau en énergie cinétique, de

telle fagcon que le corps va ét;ﬁarncé avec la méme vitesse que celle avec laguelle il a
le

percuté le ressort. Nous alo : ifier/
AE,_=AE, 2kx ==mv?=|v=x|—| , |[v=4,58ms'

2 m

En appliquant-1e théoreme de |’ énergie cinétique on va calculer ladistanced gue remonte
le corps aprés gu'il ait quitté le ressort :

0O-=mv*=—mgdsinag = |d = v ,

1
2

- 20sina

@
Exer 2:

1/ On considere le plan horizontal passant par le centre de la sphere comme référentiel de
I’énergie potentielle( Eoo= 0) :
L’ énergie potentielle au pointM,, est :
Ey, = mgh,
h, = mg cosa
L’ énergie potentielle au pointM  est :

= E,, =mgRcosa
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= rrgh+%mv2
h = Rcosd = E,, = mgRcos# +%m€2R2
v=6R

En appliquant le principe de la conservation de I’énergie mécanique on en deduit la
vitesse angulaired :

E,,, = E, = mgRcosa = mgRcosd +%m€'2R2

0 :zﬁg(cow—cose) %’

2/ Pour calculer la réaction, on fait I'inventaire des forces, on les repré puis on les
projette sur |I’axe normal, et on remplace la vitesse angulaire par sa ue-nous avons
calculée dans la premiere question. Donc :

R—Pén(—%+9]=naN
a, =0°R
9n(-5+9j

2

3/ Le point matériel quitte lasurface de la sf)
bien déterminé que nous nous proposons de

N = RD ===16,~48°
Discussion : L’angle sous lequel le point matériel quitte la sphére est indépendant du
rayon et de la masse de la sphere. Cependant ce résultat change en présence d'une vitesse
initiale ou de frottement ala'surf

Exercice6.13:
1/ L’dlure géngrale urbe est Iasuwante
2a
@
_a R
+a X
_K
A 2a

2/ Les positions d' équilibre stable sont caractérisées par les deux conditions :
dE d’E
—*P=0, = >0
dx dx .

Les positions d' équilibre instable sont caractérisées par les deux conditions:
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En dérivant E par rapport a x deux fois de suite, on obtient :
dE az _x2

> =K >=0& x=%a
dx (X2+a2)

d;XEzp =2Kx%: Edz X % y Y%,
est(A) a , mai

ITI

Nous remarquons que la position d équilibre stable
position d’ équilibre instable est(B) d’abscissex =+a .

Exercice6.14 : Q)
1.a/ On remarque sur afigure del’ énoncé que:
O'P=00'+0OP
OO0'=all, E0N =a(u

OP = ad, \

Exprimons le vecteur unitaired, de U et de U, pour obtenir I’expression
demandée :

0, = cosf., ~sind.l, = |O'P = a(1+cosh).b, —asindd,

r

Le module de ce vect

+ cosé?)]2 +[asin 9]2

'P|=/2a* (1+coso) = ||O'P||:2acosg

A\ p
y cosé = 2cos’ >

b/ la bil soumise & une force de rappel d’expression T =—k (1 -1,)d , ou | :HO'PH
@
et d eur unitaire suivant la direction O'P. On peut décomposer e vecteur i en deux

o 0. . 0.
compo tes: U=COSEUr—S|nEU9

Donc latension du fil élastique est :

T=-k (Zacosg—loj(cosgﬁ, —singagj
2 2 2

2.al Le vecteur vitesse est défini par |’ expression :
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v =al, +adi, = |V = adi,
——

0
b/ Laforce F est larésultante detroisforces: le poidsP , latensionT et laréactionR :
F=P+T+R
gozlf.v:(f>+f+|f2)\7
V =(mg cosdl, —-mgsindi, ) adi, = PV = -admgsind

PV
TV = —kKZacos%— Ioj(cosg g, —s n%ﬁeﬂ adu,

TV = {—kZacos— cos—u, + k2acosgs ng +kl,cos—0, —kl,sin

I\)%

Tv= aéZkacos—sin——aéHosng:fv = azék%sine—aé

©= If.\7:(§+f+lf€)\7:>go=—aérrlgsin0+

@= aé{(ka—mg)sine
o

c/ A partir de la puissance on en déduit | il élémentaire qu’ on integre pour obtenir

I’expression de |’ énergie potentielle: &

dw = pdt
dE, =-dwW 7dEp:—[(ka—mg)sine—klosing}aédt
21 "%
ka— smH kI

_aj ka mg)sing-K snﬂde

A\

%ﬁﬁ: ouver les positions d’ équilibre on cherche les valeurs de@ pour lesquelles la

E,= a[(ka— mg) coséd — 2K, cosg} +C*

dériv iere de I'énergie potentielle s'annule. On remplace d'abord a et |, qui se
trouvent dans la parenthése par leurs valeurs respectives qui sont données dans |’ expression
deE._ :

p

0
E,= mga{cose ~2J3 cosz}

On dérive cette derniére expression par rapport a € , puis on procéde a une transformation
trigonométrique adéquate pour obtenir alafin le résultat suivant :
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dE o

_ P - —q +.3sin—

a0 mga{ sinéd \/_smz} dE, 0 P
= —mgasma \/5—20035

do

sing = ZSiHQCOSQ
2 2

On en déduit les deux valeurs ded pour lesquelles la dérivée premiere s annule :

dEp= 6=0
déo =
0<@<rli2 |[f2=7/3

b/ D’aprés I’énoncé on doit déterminer les positions d’ équilibre stable et uilibre
instable. Pour cela on doit chercher e signe de la seconde dérivée de I’ énergie ielle

pour les deux valeurs 6, et 6,:
d’E E )
L mga(@cos%—l}

dé

d’E
—2(6,=0)= mga(%—l] <0 Equi

déo

d’E mga
2 (g, =7/3) =" 0 Equi
de(zﬂ) 2 d

Exercice6.15: R ; 4
1/ Calculons d’ abord la vitesse de la bille B, x e avant le choc avec labilleB, . Pour
cela on doit appliquer le théoréme de |%® ique( h, est la hauteur de lagquelle la bille

nous permet de ler les deux équations suivantes que nous divisons membre a membre.

On obtient do&
N my, =my, +my, - (1)

lmlv(f =%m1v12 +%mzv22 = myv; =my; +my; —(2)

. 2
; ’ (i):v =V, tV, >
(1) 2 o' V1 (3)

Remplagons v, et v, dans I'équation(1), sachant quex=% puis déduisons la

vitessey,, il vient alors:

x-1
Vl = m\/zgl (1— COSaO)

Remplagonsy, etv, dans|’équation(1) puis déduisonslavitessev, , on obtient alors:
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2X
=1 \/ 29l (1-cose,)

Appliguons de nouveau le théoreme de |’ énergie cinétique aux deux billes pour obtenir
leurs angles de déviation :

1
5 my; =mgh ,
1 -1
h =1 (1; cose,) = mgl (1-cosa, ) = om R—ﬂ} 29l (1-cose,
X_
Vl = m\/zgl (1— COSaO)
x—17
cosa, =1- [—} (1-cosa, )| (4 Z
x+1 L,
\
1, ./
5MoV2 =mygh, )
h, =1(1-cosa,) = m,gl (1-cosa,) = ] 29! (1-cosa,)
_ 2 /
= x_+1\/29| (1-cosa,) )
o |
cosa, %} (1-cosa, )| — (5)
Discussion :
x>1:> . Les deux remontent dans le méme sens aprés le choc telle que la

wtasedeAlsonpluspetlt que lavitesse de A, .
1_o

S arréte apres le choc en transférant toute son énergie a la

bille A, qui s’ vitessey, .
»Iceﬁ deux billes remontent en sens contraires de telle fagon que labille A

revi tsursg hemin et labille A, se déplace dansle sens contraire.

b/ du choc mou :

La quantité de mouvement étant conservée, la vitesse des deux hilles collées ensemble
tout juste apres e choc est :

my, =(m+m,)v= ——\/Zgl (1-cosa,)|— (6)

On applique au systeme le théoreme de I’ énergie cinétique pour trouver :
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AE, =YW

1
S(m+m)v*=(m +m,)gh
h=1(1-cosa)
L’ égalisation des deux équations(6) et (7) nous donne I’ angle de déviation o dansle
cas du choc mou :

29l (1-cosa)|— (7)

2
X
cosa =1- [X—_J (1-cosa,)

2/ Application numérique:

al Pour trouver la valeur dex pour laguelle les deux billes s’é%rksens

contraires d’un méme angle, il faut égaliser les deux équations (4) et(5) :

2
cosa, =CoSa, = 1- [i—_kﬂ (1-cosa,) = 1—[

X +2x-1=0=

Seule la solution positive est acceptable,

|, et l'angle o

correspondant est : P
2
cosa'=1— [ (1- cos 4050{':0,875:

b/ Les deux angles de de\/la‘n@
Dansle cas du choc élastique emplace dans " équation(4) :

cosa, _ —~ } }1/ cosa,), cosa,  =0,94=|a,

~ 20°

Danslecas u : on remplace dans I’ équation(5) :

{\)Z 2x 1 coswO cosa, =01l<|a, =837°
: ‘
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