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Introduction

Les modeles mathématiques de la théorie des langages sont :

Grammaire : permet d’engendrer les mots du langage,
généralement infini, en utilisant un ensemble fini de regles.

Automate : permet de reconnaitre les mots d’un langage. Etant

donné un mot fourni en entrée, I'automate lit les symboles du mot
un par un et va d'état en état selon les transitions. Le mot lu est soit
accepté par I'automate soit rejeté.

La théorie des langages établit des correspondances entre
descriptions analytiques et génératives.



Alphabet

Définition (Alphabet)

Un alphabet X est un ensemble fini et non vide. Les €léments de cet
ensemble sont appelés des lettres ou symboles.

Exemples
X= {0, 1}
X={~,0,(G),p,q}
X ={* +,(,), Nbre}
X= {IDF, Nbre, op, Cste, =}



Mots

Définition (Mot)

Un mot sur un alphabet X une suite finie éventuellement vide
d’éléments X.

Exemples




Mots

Notations

Le mot vide (suite vide d’éléments) est noté €.

L’ensemble des mots formés a partir d'un alphabet X est
note X*.

X% est I’ensemble des mots non vides. On a X*#=X"[] {e}.



Concaténation

Définition : Soient wy et w2 deux mots de X*, on définit la
concaténation comme la juxtaposition de wq et w» et on note
w1.w2 (ou wiw?). Formellement, wi.w> est définie comme

suit :
EW) =W)2
W1.€ = W1

w1.w2 =(af...ap ).(by...bm) =ay...ap by...bym

Remarque Pour tout mot wde X*ona: E.w=w.g=w



Longueur

Définition (Longueur)

On appelle longueur d’un mot w sur un alphabet X la somme des
occurrences des différents symboles le constituant. Elle est notée Ig(w)
(ou Iwl). Formellement, on a :

1g(£)=0 lg(a)=1 allX
lg(a.w) = 1+lg(w), [a X, OwlX*
Exemples

lg(p g) =3
lg(Nbre+Nbre)= 3



Mirolr

Définition (Miroir) : On appelle mot miroir d’un mot w, noté Mir(w)
ou(wR) le mot obtenu en inversant les symboles de w.

Ailnsi s1 w=aj...a, alors Mir(w )= a...aj.

Formellement, on a :
Mir(g)=¢
Mir(a)=a [1a X
Mir(a.w) = Mir(w).a [1a UX, OwlX*

Exemple Le miroir du mot abbaa est aabba. Le miroir de aba
est le mot lui méme ie aba, c’est un mot palindrome.



Puissance

Définition (Puissance d’un mot)

La puissance d'un mot w est définie par recurrence de la
maniere suivante :

Exemple

Les puissances du mot abb sont { €&, abb, abbabb, abbabbabb,....}



Factorisation (sous-mot)
Définition (Factorisation) Soient v et w deux mots de X*.

v est facteur ou sous-mot du mot w si et seulement s’1l existe
- .
deux mots uy, u, appartenant a X* tel que w=1u;.v.u,

Le mot v est facteur propre du mot w ssi ul;ta et u2¢8 :
Le mot v est facteur gauche de u si u;=Eg.
Le mot v est facteur droit si uy=¢.

Exemples Soit le mot w= aabbba, nous avons :
Le mot v1= abb est sous-mot de w, c’est un facteur propre
Le mot v2= aab est facteur gauche de w

Le mot v3=ba est facteur gauche de w



Langage

Définition (Langage) Soit X un alphabet, on appelle langage formel
défini sur X tout sous-ensemble de X*.

Exemples

L1 = Pensemble des mots de {a, b}* qui commencent par a

= {a, aa, ab, aaa, aab, aba, abb,.....}
={aw/wl{a, b}*}

L> = D’ensemble des mots de {a, b}* de longueur inférieure

strictement a 3

= {€, a, b, aa, ab, ba, bb}



Langage

Remarques

Un langage fini est un langage qui contient un nombre fini
de mots. Un langage fini peut étre decrit par I'énumeération

des mots qui le composent. Dans I'exemple précédent L2 est
fini alors que L1 est infini.

Un langage vide est un langage qui ne contient aucun mot et
il est noté 0.

Un langage est dit propre s’il ne contient pas le mot vide.

Le langage 0O est difféerent du langage {€}.



Operations sur les langages

Les langages étant des ensembles, on peut effectuer sur eux les
opérations deéfinies sur les ensembles. De plus, les opérations
définies sur les mots peuvent étre étendues aussi aux langages.

Soient deux langages L et L, respectivement definis sur les
alphabets X, et X, et soit L un langage defini sur l'alphabet X.

La concaténation de langages (produit)

Remarques U.L;=Ly. U=U mais {e}.L;=L;.{e}=L



Operations sur les langages

Langage miroir LK ={wR/w0OL}

Puissance concaténative LO ={¢&} et Ln+1=Ln.L

Fermeture itérative ou Etoile

10y 1 kg _ i
L#=LY0L! O.....OL%0.....= O L

L’étoile propre (ou € libre) de L, noté LY, est défini par :

+ 1
L'=U5 L



Grammaire

Définition (Grammaire)
Une grammaire est un quadruplée G = (T, N, S, P) ou :

T est un ensemble non vide de terminaux (I'alphabet sur le
qguel est défini le langage). Les symboles de T sont désignés
par les lettres minuscules de l'alphabet Latin (a, b, c,..).

N est un ensemble de non-terminaux tel que TnN=L], ce sont des
symboles intermédiaires pour produire de nouveaux objets (c’est
les symboles qu’il faut encore définir). Ils sont désignés par les
lettres majuscules de 1’alphabet Latin.

SLIN est appelé axiome



Grammaire

Définition (Grammaire) Suite

P est un ensemble de regles de productions ou de réécritures.
Chaque reégle est de la forme a —» 3 avec aU(TUN)*N(TLN)* (ie
O contient au moins un non-terminal) et BLI(TLN)*.

Une régle de production o - [3 précise que la séquence de
symboles 0 peut ére remplacée par la séquence de symboles [3.
a est appelé membre gauche et 3 membre droit.



Grammaire

Exemple G=(T, N, S, P)
T={a}
N={S}
P={S- aS,S-¢}

Intuitivement, cette grammaire permet de générer les mots a, a2, a3,. .

ainsi que le mot vide € ie le langage {a" / n =0}.



Grammaire

Notations

Plusieurs regles ayant méme membre gauche seront notées en
écrivant a droite du symbole - les différents membres droits
separes par /.

Exemple
A - aB
A - bAa
A-a
On notera A - aB/bAa/a



Grammaire

Définition (Dérivation directe)
Soit G=(T, N, S, P) une grammaire. Un mot w, U(TUN)+ dérive
(ou produit) directement un mot w, LJ(TLIN)* si et seulement si

il existe une production a - 3 dans P telle que wy=uav et

w,y=upv avec u,v(TUN)*. On écrit alors wy U (1) W5.

Exemple Soit G=({0, 1}, {S}, S, {S - 0S1/¢})
0S1 dérive directementde S : S [0 0S1

€ dérive directementde S: S L] €



Grammaire

Définition (Dérivation indirecte)

Soit G = (T, N, S, P) une grammaire. Un mot w, (TON)+ derive
indirectement (ou simplement derve) un mot w, U(TUN)” si et
seulement si w, peut ére obtenu par une succession de zéro,

un ou plusieurs derivations directes a partir de w,.

On écrit alors Wy n i Ws.

Exemple En considérant la grammaire précédente, on a :

sOlostets ! 00S11doneS O 00S11



Grammaire

Définition (Langage)

Le langage engendré par une grammaire, noté L(G), est
exactement I'ensemble des mots appartenant a T* générés
(directement ou indirectement) a partir de I'axiome.

L(G)={w/S O *w etwdT"}
Autrement L(G)={w/ S T *w}n T*

Le langage généré par G contient exactement les mots
dérivables a partir de 'axiome et ne contenant que des
symboles terminaux.



Grammaire

Définition (Grammaires équivalentes)

Deux grammaires G et G' sont dites équivalentes, noté G =G/,
si elles engendrent le méme langage.

G=G - L(G)=L(G)



Classification des grammaires

Noam Chomsky a défini quatre types de grammaires formelles
suivant la nature des regles de production des grammaires.

Type 3 (Grammaires regulieres)

S1 toutes les productions dans P sont de la forme : A- wBouA-w
avec A,BLIN et wUT#*

Type 2 (Grammaires a contexte libre ou grammaire algébrique)

S1 toutes les productions de P sont de la forme : A-a  avec ALIN et
aLI(TON)*



Classification des grammaires

Type 1 (Grammaires a contexte li€)

S1 toutes les regles de production de P sont de la forme :
aAB - awp avec a, BO(TON)*, A ON, wO(TON)*

et seul I’axiome peut générer le mot vide € et dans ce cas S n’apparait
pas en partie droite d’une autre regle.

Remarque : Une grammaire monotone est une grammaire dont toutes

les regles de production sont de la forme o — [3 avec laI<IBl et la méme
restriction sur le mot vide que pour les grammaires a contexte 1ié. Les
grammaires monotones sont aussi de type 1.



Grammaire

Type 0 (Grammaire sans restriction) :

S1 la forme des regles de production dans P n’est 1’objet d’aucune
restriction .

Remarque

Il existe une relation d’inclusion entre ces quatre types de grammaires.
Autrement dit, on type 3 LI type 2 LI type 1Ltype O.



Classification des langages

A chaque type de grammaire est associé un type de langage.
Les grammaires de type 3 générent les langages reguliers.

Les grammaires de type 2 génerent les langages
algébriques ou a contexte libre,

Les grammaires de type 1 générent les langages a
contexte lie.

Les grammaires de type 0 permettent de générer tous les
langages recursivement énumeérables. Autrement dit, tous
les langages qui peuvent étre reconnus en un temps fini par
une machine.



Classification des langages

Définition (Type d’un langage)

Un langage est de type i s’il existe une grammaire de type |
qui le genere. Un langage est strictement de type i s’il est
engendré par une grammaire de type i et il n'existe pas de
grammaire de type supérieur a i qui 'engendre.

Remarque

Un langage peut €tre généré par différentes grammaires qui peuvent
étre de type différent. Un langage prend le plus petit type au sens de
Pinclusion.



Exemples classiques de langages

Type 3 L={a™™/ n, m =0}.
Une grammaire de type 3 qui engendre L est :
G= ({a,b},{S,R},S,{S—- aS/R/¢e;R- bR/¢e}.

Type 2 L={a"b"/ n =0}
Une grammaire de type 2 qui engendre L est :



Exemples classiques de langages

Type1 L={a"b"c"/ n=0}
Une grammaire de type 1 qui engendre L est :

G = ({a,b},{S, R, T}, S, P) ou P est défini par
S aRbc /abc /e

R - aRTb/aTlb
Tb - bT

Tc = cC



Classification des langages

Enfin, a chaque de langage est associ¢ un type d’automate qui
permet de reconnaitre les langages de sa classe :

Les langages réguliers sont reconnus par des automates d’états
finis

Les langages algébriques sont reconnus par des automates a piles

Les langages contextuels sont reconnus pars des automates a
bornes linéaires

Les langages de type 0 sont reconnus par des machines de Turing.
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