ENPE! - L¢partement de Mathématiques ~ Probabilités — Statistiques

Série d’exercices corripgés N°3

Exercice 1 Soit E = {a,b,c,d ,e} - On considére les 2 familles 3, et J, de p'.:mi_es de E.

'3, = {(D, {a}, {b,c,d,e}, E} a3, ={D, {a}, {b}, {a,b}, {,C,d,e},
{a,c,d,e}, {b,c, d,e},E}

1. Vérifier que J, et I, sont 2 algebres.

o

2. - Construire la plus pcmc algébre 3‘ contenant les partics {a} ot {c,d } v
3. Vérifier que 3 ﬁ 03 eﬂuhéalgébm e - -
4. Construire la plus petite algébre J,; contenant a fa fois 3, et J;.
Solution
1. On vérifiec que chacune des families 3, et 32 pusséde les propriétés de fermeiure, de complémentarité et

de réunion..
2. 33 =0, {a}, {b,e}, fe,d}, {,a,b,e}, P

{a,c,d}, {b,c,d,e},E}
3. 3, 3;=5,
4. Jg=3u3 v
{eh{a. e}, {b,c.d}, {a,b,c,d}}

Exercice 2 Soit un ensemble fondamental €2 et J; et 3, 2 algébres de parties de 2. On désigne par J,
F=3,n3,:
(e 3, eac J,) <> Aae J) ‘ o d
1. Montrer que 3 est égatement une algébre de partics de £2.
2. Montrer que si 3, et 3 , st 2 O ;algébres de parties de €2, il en est de méme de I .
3. En déduire que si 3% est une famille quelconque de parties de €2 ,‘lil existe une O —algé'f;rc contenant N et
qui est contenue dans toute O -algébre contenant ¥ (ce qui revient A dire qu'il existe une plus petite O -

algebre contenant N ).
Solution

1. 3 est unc algdbre car
- (E€ 3, etEe J,) =>(Ee J)

- (A€ J)=> (A€ T, etAeS):(Aes etAe‘T):>(AeJ) :
- (AL AE T) D (A, A€ “f et Ay, AE J))D(AUAE T, et A; W A€ Sz) =
A)UA;ES .

2. Ce résultat s'étend au cas ou 3, et 32 sont 2 @ -algébre§ {tribus). Plus géndrulement, si 3 est
Pintersection d’un nombre quelconque de O -algebres 3,, J,,.... 3 est égaiement unc & -algébre.

Soit F Uensemble des tribus contenant ¥ et F(IN ) Vintersection de ces tribus. F(N ) qui contient ¥ est

bl

contenue dans toute tribu de F, De 2., E(¥X) est aussi une tribu ; c’est la plus petite tribu contenant X .

Exercice 3 A, B, C érant 3 événements quelconques, exprimer les événements :
A seul se produit

A et B se produisent mais non C

Les 3 se produisent simultanément

Au moins I'un des événements se produit

Au moins deux des événements se produisent
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4. Au moins I’un des événements se produit _ -
5. Aumoins deux des événemenisaeproduisent , ., 4. ,;pf,(;;;'g,.f,‘.p atnomsiove-£ s 8 A € aaisroxd
6. 2 événements au plus se produisent ‘ . ffm"l o lumz & g
7. Un seul événement se produit D aon zigta jovsioborg sz s A S
8. 2 événements ou plus se produisent tasmmbastienis oziubosy o2 £l
9. 2 événements seulement se produisent fuboiq 2 aosmeeiyd ash a'l mm.v b b
10. Aucun des événements ne se produit TR RIS ey XU vl kR
11. Pas plus de 2 événements ne se produisent s
Solution | -
_— —_ 0
NABC ; 2 A4BC; 3 ABC; 94VUBUC; 4B+ AC+BC;
6)ABC A+B+C; NABC + ABC + ABC ; $HAB+ AC + BC ;
9 ABC + ABC + ABC ;10 ABC = AUBUC ;1) ABC=A+B+C
gi_;glce On extrait 5 cartes d’un qu de 52 cartcs Quelie est la probablhté pour que :
1 4 cartes soient dés as S
2. Acartessoientdesasetla 5" unroi - . - s
3. 3 cartes soient des 10 et 2 des valets I ' "
4. Ponaitun9, un 10, un valet, une dame et un roi
5. Ton ait 3 cartes d’une méme couleur et 2 d’une mtre méme couleur
6. Aumoins une carte smt un as
7. 5 cartes soient des ¥ pique’. .
Solution ‘
Cic !
Soit I'événement A, :7’On extrait 4 as”. Ona P (A} )-— ——i §
' ’CSZ
gt o 32
, cich 7N CqCy
De la  méme  maniere, - on . trouve P (Az ) = 4 4 , P (A3 )~‘=-~4~§-§i ,
52 =52
CiCiCiCaC, 4chact Cr
P(Ay)=—44amaze - py)- -3 P(dg)= -5t (u  bien
qu *52 C52 '
] 3 ,4 "L 15 : s r
(4(‘48 C (48 S («48 (4(~}$S) P(*f )___(_“LS_
Cw CS CS (‘15 - ) 7 (vs ’
52 52 “52 - 52

Exercice 5 Une classe comporte 10 garcons dont la moitié 1 les yeux marrons et 20 filles dont la moitié
a égulemem les yeux marrons. Calculer la probamhtu pour qu’une personne tirée au hasard soit un
gargon ou ait les yeux marrons.

Solution r

%ment les événements A2’ Péléve est un gargon™ et B 2’ Péléve a les yeux marrons’”. On cherche

P(AUB) on a P(AUB} P(A +P(B)-P(AmB) avec P(4)= UO P(B)"S;Olo

r

P(4~B)=-
“UnB)=

Fxergice 6 Monwer que si A, B, C sont des événements quelconques :
" 40BUC)= P(A)+ P(B)+ P(C)
~ P(AB)~- P(4C)~ P(BC)+ P(4BC)

-




On  pose D=AUB, on a P(DUC')=P(D)+P(C)-P(DOC) avec
P(D)= P(4) + P(B)~ P(4 B) et P(DC)= P(4C)+ P(BC) - P(4NBNC)

[

Exercice 7 Soit (Q, gJ,P) un espace probabilisé et 4 un événement tel que P(A4 ) = 1. Montrer que
pour tout événement B € £ on a .'P(B - A) =0, P(A UB)=1et R(AB) = P(B).

Solution s

Ona (B-A)c 4 et 0< P(B-A)sP(Z)=1—P(A):0 ; &0t P(B— A4)=0. De méme
Ac(duB) e« 1=PA)<P(AuB)<] @oa  P(AUB)=1.  Enfin,
B=(B~A)u(BNnA4) avec (B-A)N(BNA)=2 et P(By=P(B- A)+P(BN A).
Comme P(B— A)=0,ona P(B) = P(Br A). \

Exercice 8 Soit n'€ IN" . Une urne contient une boule rouge, une boule blanche et une boule noire.
On tire successivement n boules de cette urne avec remise.
. 1. Quelle est la probabilité pour que la premiére et la derniére boule tirées soient de la méme couleur ?
2. Quelle est la probabilité d’ obtenir au moins une boule rouge au cours de ces tirages ?
3. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule dec chaque couleur au cours de ces ttrages ?
Solutign :

E est I'ensernbie-des boules de 'ume et CardQ? = 3"
1. cardd=3.3"" « P(A): 1/3

ﬂ

—y 2" '
2. P(R ) poy et P(R) =1~ ol R est Pévénement : ’Obtenir au moins une boule rouge au

W

cours de ces » tirages’”.
3. On desigoe par B et N les événements : " Obtenir au moins une boule blanche au cours de ces n
tirages”’ et “’Obtenir au moins une boule noire au cours de ces n tirages”™”.

Ona P(RUBUN ) P(R)+ P(B)+ P(N) - P(RB)- P(RN)- P(BN)+ P(RBN) avec .
P(RUBUN)=P{Q)=t, P(R)= P(B)= P(N) et P(RB)= P(RN)= P(BN). Comme *
P(BN)= P(B)+ PIN)~P(BUN),ona P(BUN)=1-P(BUN)=1,P(BAN)=

1 ; et P(BN)=2P(B)- ( 1 -5 J d'ott finalement P(RBN)=1- AR

\\

Exercice 9 On lance 3 dés. Calculer la probabilité d’obtenir au moins :
I. Unas

2. 2 faces portant le méme chiffre.
Solution

Ona w= (i,j,k) avec i, J.k=1,..,6 et CardQ) = 6% =216

1. Comme tous les résultats sont équiprobables, la probabiiité de n’obtenir aucun, as vaut
53 Vs \. : 3 i
P(A) == =058 et I{4)=1-Pl4). .
6

2. On cherche la probabilite de 1§ " les 3 dés marquent des chiffres différents’’.

CardB =6.5.4=120, P(B)—%’ et P(B)=1-P(B)

‘Exercice 10 Dans une bibliothéque, 10 livres sont exposés sur une étagére et répartis au hasard. Parmi
ces 10 livres, 3 sont du méme auteur, les autres étant

d’auteurs tous différents. Calculer ia probabilité que les 3 livres du méme auteur se retrouvent ¢ote &
cote, ,



Solution "
) est lensemble des permutations d'un ensemble de 10 éléments; chague permutation est de

1
probabilité 1—6; . Le nombre de cas favorables est le nombre de permutations telles que les 3 livres du

meéme auteur se retrouvent cdte a cote. Si on parcourt ’étagére de gauche 3 droite, il y a 8 places

possibles pour fe 1™ livre de cet auteur rencontré. Cette place étant fixée, les livres de cet auteur se
g3L7t 1

repartissent suivant 3! places et les autres suivant 7! places; d'ol la probablhte cherchée ———— = —

o 10! 15

-

Exercicell On lance 2dés.

1. Quelle est la probabilité qu’au moins I'un d’entre eux montre 6, sachant que les résultats sont
différents ?

2. Quelle est la probabilit¢ que le premier dé montre 6 sachant que la somme des deux dés est §

(2<i<12) 2

Solution
1. Soient les événements 4" Au moins Tun d’entre eux montre 6" et B:"Les résultats sont
différents”. Comme A={(16).(2,6)...(6,6),(6,1)...(6,5)} Card A=6 ;

P(4B) 10/36 _
P(B)  30/36

B={(1,2)...(65)}, CardB=30. on a P(4/B)=

car

B = {{1,6),(2,6)...(5.6),(6,1),..(6,5)} et Card AB =10 |
2. Soient les événements 4" Le 1% dé montre 6" et B:’La somme est . Comme

A={61)..46,6)}. Cardd=11; s =2, B={LI} e« 4B=2; dou

P(4/B)= --~(«( i) =0. Ponr i=2,3,4,5.6, on trouve de méme P{A/B)=Ocar AB =@. Pour
&
P PAIB) = s PAIB)= T ke P(AIB)= 2 o
6/36 5/36 4/36
PlarB)=23 vt p(ar8)= 100 o p(arp)= 128 T
3/36 2/36 1/36

Exercice 12 1Ine urne contient 6 boules blanches et 9 noires. On en tire 4 sans remise. Quelle est la
probabilité que {es deux premidres soient blanches et les deux aufres noires ?

Solition
P(BBNN)= P(B) P(B/B) P(N/BB) P(N/BBN) = %%%% = 0.066

Exercice 13 Un couple a 2 enfants. Quelle est la probabilité que les 2 soient des ﬁl!es sachant :
1. Que lainée est une fille ?

2. Quily a au moins upe fille dans la famille ?

Solution

Q = {GG,GF, FG,FF}. 4:Les 2 enfants sont filles” P(4)=1/4

A
1. B:L’ainée est une fille” P(B):ZM» R AB::{(FF)} et P(A/B):f}%é%)
—I—&-I/Z
2/4




2. C: 1l 'y a au moins une fille dans la famille” P(C)== 3/4 AB={(FF)}

p(asB)=T14B) V4, .

Exercice 14 Une urne U, contient une boule noire et 5 boules blanches. Une ume U, contient 4
boule noires et 2 boules blanches. On effectue dans ces umes une suite de tirages d’une boule de la

. . . . ' »
fagon suivante : le premier tirage se fait au hasard dans P'une ou P’autre des 2 urnes. Pour n € IN | si

eme

le n tirage donne une boule blanche, le (n +l)'em tirage s’effecri:e dans la méme urne que le

. . ¢
n"™ tirage et si le 1™ tirage donne une boule noire, on change d’umne pour effectuer le (11 + 1)' e

tirage. Chaque boule tirée est aussitdt remise dans I’urne d’ou elle provient. On note p, la probabilité
ime

ieme

d’effectuer le n

tirage dans 'ume U, et g, la probabilité de tirer une boule blanche au n
tirage. '
1. Determiner p, en fonction de n.

2. Exprimer ¢, en fonction de n.

Selution

"1. Soient les événements 4, %: ~ Le tirage s’effectue dans U, et B, > Une boule blanche est
obtenue au 1™ tirage’.

Powr 122, on a P(A,,)=P(An/A,,_l WP(d,,)+ P4, /4, P{A,) ou

-1

. 4 . L "
p,= —6~ P+ (1 pM) p"_, 6 . La suite (p” )n.Zl est une suite arithmético-géométrique

1, 4 1
dont le point fixe 12% est la solution de [ = ~6—1 + P Comme p, —I= g(p,,_Al ~1), lIa suite

P, —! est une suite géométrique de raison 1/6 et de premier terme p, - don Vn21,

: Cd
4Y (1) 4 L 4 31\
(pn—-—s—)::(—é) (px—-g).COmme pl:::’zgona vnzl, p, = 75»‘-1“6(6) _ J
2 wnxl,  P(B)=P(B,/4,)P(4,)+P(B, 14, P(4,); wos  wnz1,
5, 1 2 37171
- 1- Onadonc Vn2l,q, =—p, +— i
4, =P ( p,). Onadone Vn21,q, == p, + = et g, 2@:\6) v

Exercice 15 Un joueur garde dans sa poche 2 pitces; ["une normale et avire ayant ses 2 faces
wdentiques (2 fois pile). Il en prend une au hasard et la lance. Elle montrz piie.

1. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de la pi¢ce normale ?

2. 1llajette une 2°™ fois. Elle montre de nouveau pile. Que devient la probabiiité prwcedeme ?

3. 1l la lance une 3™ fois, mais obtient face cette fois. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de la

pi¢ce normale ? .
Solution )
Soient les événements £ :’La piéce utilisée est normale™, F:"’La piece utnlns € est la 2° piece’”
G :""La pidce jetée a montré pile’’, H :"’La piéce jetée a montré face™.

. P(G/E)P(E) 1/2.1/2 B
. PE/G)= : — =
PG/ EYP(E)+ PG/ F)P(F) 1/2.1/2+1/2.172
E 1/72.1/2.1/2
P(E!GG)= (GG E)P(E) = =1/5

P(GG/EYP(E)+ P(GG/F)P(F) 1/2.1/2.1/2+1.1/2

v A



s P(E/IGGH)= P(GGH | E)P(E)

P(GGH | E)P(E)+ P(GGH | F)P(F)
_ 1/2.1/2.1/2.112 _ .
T1/2.1/2.1/21/2+1.1.01/2 ]

Exercice 16 Trois machines A, B et C produisent respectivement 50%, 40% et 10% du nombre total de
pi¢ces fabriquées dans une usine. Les pourcentages de résuitats défectueux de ces machines sont
respectivement 4%, 2% et 3%. On choisit une piéce au hasard et I’on s’apescoit qu’elle est défectueuse.
Calculer la probabilité pour que cette pitce ait été produite par la machine A,

Solution ‘ S

H :’La piéce choisie est défectueuse’, A :”’La piéce choisie provient de I’usine A’’, B :"’La piéce
choisiec provient de [Pusine B, (:’La piéce choisie provient de Dusine C”

P(H)= P(4)P(H / A)+ P(B)P(H | B) + P(C)P(H / C)

= 0,5.0,04 +0,4.0,02 +0,1.0,03 = 0,031 et P(4/H)= P(ALI(’%/ A) 003)31
N\

= 0.645

Exercice 17 Dans une urne, on dispose de 12 boules dont 4 sont blanches. Les 3 joueurs A, B et C
tirent dans 'ordre une boule chacun, puis A recommence et ainsi de suite. Le gagnant est Je premier &
tirer une boule blanche. Trouver la probabilité pour chaque joueur de gagner dans les 2 cas suivants :

1. Avecremise :

2. Sans remise

Solution N

1. A gagne au 1 ou au 2°™ ou ....au n*™ tirage

6
AUABCAUABCABCAL .., don  P(A)=—e o384 fE 4,
12 12121212

12) 12

-4 1+(§—--T +...] A soum |

12| \12) j 12 (8 3 |

i "(12) | -

On fait de méme pour B
| S 84 8\ 4 (8Y 4

B)= P{AB+ ABCAB +... P(B)= 2t | | =] =+
P(8)= | CA-+..) (8) 1212 12) 12 (12) 12

3 .

-84 1+(<§-) el =241 o316

1212 12 1212 | 8

i ~(i2_) i ’
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