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1 Notions générales sur les intégrales indéfinies

1.1 Définitions

Définition 1 Soit f une fonction définie sur un intervalle quelconque (a,b). Une fonction F
définie sur lintervalle (a,b) est dite primitive de la fonction f si les deux conditions suivantes
sont vérifiées:

1) La fonction F est continue sur l'intervalle (a,b)

2) La fonction F est dérivable sur lintérieur de l'intervalle (a,b) et on a F' (z) = f(x), en tout

point z intéreur a (a,b).

Sia € (a,b) la fonction F doit étre continue en ce point, mais elle peut ne pas y étre dérivable.
Dans le cas ou F' est dérivable au point a la valeur de sa dérivée peut ne pas étre égale a la valeur
de f au point a.

Exemple

Soit

1 si O<a<1
f ) = _
0 si =0

La fonction F(z) =z, 0 <z <1 est une primitive de f. La fonction F' ainsi définie est
aussi primitive de la fonction ¢ (z) =1, 0 <z < 1. Une fonction peut étre primitive de plusieurs
fonctions.

Si une fonction G (x) est une primitive d’une fonction ¢ (x) alors G (x)-+c est aussi une primitive
de g (x) car

G (2) + ' =G () + ¢ =g (2)
D’autre part si G et ® sont deux primitives de g alors [G (z) — @ (z)] = g (2) — g(z) =0 d’ou
G(x)=o(z)+c.
En conclusion si une fonction G (x) est une primitive d’une fonction g (x), alors G (x) + ¢ est

aussi primitive de g (x) et toute primitive de g (z) est de la forme G (x) + c.

Définition 2 L’ensemble de toutes les primitives d’une fonction f définie sur un intervalle (a,b)

est appelé intégrale indéfinie de f. On le note [ f(x)dx

Si une fonction F (z) est une primitive d’une foction f (z), alors on écrit

/f(x)dx:F(x)+c

bien qu’il est plus rigoureux d’écrire:

/f<x>dx={F<x>+c}



2 Intégration a I’aide d’un changement de variable

Dans certains cas a I’aide d’un changement de variable on peut transformer une intégrale indéfinie
en une autre intégrale indéfinie plus simple a calculer. Ce chagement de variable se fait selon le

théoréme suivant:

Théoréme 1 Soient f (x) et ¢ (t) deux fonctions définies respectivement sur les intervalles I et
A, tel que ¢ (A) C I, ¢ est continue sur A et ¢ est dérivable sur lintérieur de A. Alors si f (x)
admet une primitive F (z) sur I, et donc [ f (z)dx = F () + ¢, la fonction f[p(t)] ¢ (t) admet

aussi une primitive sur A qui est égale o F [¢ (t)] et par suite on a

/f[cb(t)] ¢ (t)dt = F[o(8)] +c

Dans la pratique pour calculer une intégrale [ f (z)dz en utilisant un changement de variable

x = ¢(t), on écrit:

[twan= [riowie wa

t=¢~1(z)
2.1 Exemples

1) Calculer Uintégrale [ x+/x — ldx
Solution. En posant

Ve—1=t z=t>+1, dr=2tdt

on obtient
VRN
/x\/x—ld:z:/(t2—|—1)t.2tdt:2/(t4—|—t2)dt:2g+2§—I—c
En remplacant de nouveau ¢ par sa valeur en x on obtient
o U Gl VLN CIap Vi
/w :U—ldx:2x5 +23:3 +c
dx
2) Calculer lintégral
) Calculer l'intégrale /3+e”3
Solution.
A Taide du changement de variable
dt

+e , = =In( ), dx T3

Iintégrale initiale se transforme comme suit
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Sachant que

L _ 1= 1
tt—3) 3\t t—3

dt 1 dt 1
= —— =—(In{t—3|—In|t
[sim=5F+5 [ 55 =5 w3 -mp)+c

En remplacant ¢ par sa valeur en x on obtient

on peut écrire

3+ e” 3

/ d zl(m—ln(?)—i-ex))—l—c

f <x2—1)da:

3) Calculer l'intégrale: (958221 arctan 2251

Solution

En divisant le numérateur et le dénominateur par 2 on obtient

(22 — 1) dx B (1-%)da B (1-%)dx
/(x4+3x2+1)arctan% _/ (22 + 3+ %) arctan (z + 1) _/ [(x+%) +1] arctan (z + 1)

En faisant le changement de variable = + % =1, (1 — —) dx = dt on obtient

/ (1—5)de B / dt
[(m + %)2 + 1] arctan % ) (#+1)arctant

dt
1442

dt du ~lnjul +
= n|ul +c
(t2 + 1) arctant u

En remplacant u par sa valeur en ¢ et puis ¢ par sa valeur en x, on obtient

(2?2 — 1) dz 1
o7 = Infarctant| + ¢ = In |arctan | z + — || + ¢
(2% 4 322 + 1) arctan =+ x

De nouveau si on pose arctant = wu, = du on aboutit a 'égalité

4) Calculer l'intégrale: / —“;‘ﬁdm
Solution.

Si on pose = = %, dr = ‘tjgt on obtient

[g _ 1
V4 —x? e
/Txd / Tt = /t\/4t2 —Ldt
De nouveau en faisant le changement de variable +/4t2 — 1 = u, 4tdt = udu on obtient

/t\/4t2—1dt:}1/ 2clu_iu +c
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En remplacant u par sa valeur en t et puis ¢ par sa valeur en x, on obtient

3
Vi 22 1 3 1 { [4—22
/Txdx: —(\/4t2—1> —|—c:——< x) +c

12 12 z2

dx
4sin? z+9 cos?

5) Calculer lintégrale:
Solution.

En divisant le numérateur et le dénominateur par 9cos?z on obtient:

/ d‘r _ 1/ Co(igx
4sin?x +9cos2z 9 gtan2x+1

2 _dz
3 cos?

/ —dz 3/ dt 3 eeni
T == = —arctan c
stanz+1 2 1412 2

En remplacant ¢ par sa valeur en x on obtient

/ dx 1 ; 2t .
= —arctan | - tanz c
4sinx +9cos2z 6 3

En posant %tanx =1, = dt, on obtient:

3 Intégration par parties

Théoréme 2 Si u(x) et v(x) sont des fonctions continues sur un intervalle I, dérivables sur

Uintérieur de I et Uintégrale [wvdu existe sur I, alors Uintégrale [udv existe aussi sur I et on a

/udv:uv—/vdu

3.1 Exemples

1) Calculer lintégrale I = [ arctan zdx

Solution
Posons
u = arctan x, dv =dx
alors on a
du = %, v=2x

ce qui donne

xdx
1+ 22

1
I = /arctanxdx = yarctanx — / = yarctanx — an (1 + x2) +c

2) Calculer Uintégrale I = [ zsinxdx



Solution
Posons

u=ux, dv = sin xdx

par suite on obtient

du = dz, v = — cosxdx

Dans ce cas on a
I:/xsinxdx:—xcosw—i—/cosxdx:—xcossv—l—sin:v—i—c

3) Calculer Uintégrale [ 2*Inzdx

En posant
u=Inx, dv = 2%dx
on obtient \
dx T
du = —, V= —
x 3

Par suite on peut écrire

1 1 d 1 1
/x2lna:dx: —m?’lnx——/m?’—x = —2*lnx— -2 +¢
3 3 x 3 9

4) Calculer Uintégrale [ x*e3*dx

Solution
En posant
u =22, dv = **dx
on déduit que
1
du = 2zdz, v = §e3x

Par suite on peut écrire

1 2
/xze?’md:v = —g2e3 = /xeg'zdx
3 3

L’intégrale qui figure dans le membre de droite peut étre calculée de la méme maniére, en posant
u=ux, dv = ¥dx

et donc

1
du = dzx, v = gegxdl’

d’ou on obtient
3z 1 3z 1 3x 1 3z 1 3z /
zeldr = —xe®® — = | e3dx = —xe’® — e’ + ¢
3 9 3 9



Finalement on obtient

1 2 2 1 2 2
/x2€3acdx — §x2€3$ _ 51,631’ + 2_7631: +ec= 63:{: (gIQ . §$+ 2_7) +ec

5) Calculer lintégrale [ e” sin zdx

Solution

Si on pose

u = sinx, dv = e*dx
et donc
du = cos zdz, v=¢edr

on obtient

/ e’sinxdr = e’sinx — / e’ cos xdx

De maniére analogue pour calculer I'intégrale qui figure dans le membre de droite de la derniére
égalité on pose

U = CoS T, dv = e*dx

et donc

du = — sin xdzx, v=e

Par suite on obtient

/ e* cosxdr = e* cosx + / e” sin zdx

D’ott on déduit que

/ez sinxdr = e*sinx — e” cosw — /em sin xdx

Ce qui donne

1
/ea: sin xdr = 56”” (sinz —cosz) + ¢

4 Intégrales de fonctions rationnelles

4.1 Premiére méthode

Une intégrale d’une fonction rationnelle peut toujours, a I’aide de la décomposition d’une fonction

rationnelle (son intégrant) en éléments simples, se ramener & une combinaison linéaire d’intégrales

de la forme [ (Ifi—i)a ou %dm avec a € Z , B € Z.et b2 — 4c < 0. Donc il suffit de

connaitre les valeurs des intégrales de ces types pour en déduire celles des intégrales de fonctions

rationnelles.



dx

4.1.1 Intégrale du type

xr+a
d
/ v =ln|z+a|l+k
r+a
4.1.2 Intégrales du type [ (:ci—z)a’ a>1

/ de. 1 1 i
(CL’+CL)a N 1—a(x+a>a_1

4.1.3 Intégrales du type [ 3ZtIgy

z2+bx+c

Il est & remarquer que z2+pxr—+q = (x+§)2+(q— %). Sion pose t = x4 et a® :q—pzz > 0,

on obtient:
Mz+N M(t—§)+N_M tdi . (_ Mp dt
:U2+p:v—|—q$_ 12 4 a? B 2 + a? 2 2 4 a?
M 2N — M t
= ?ln(t2+a2) +2—parctan—+c
a a
M 2N — pM 2v+p
= " In (22 I el
2 n (x + px + q) + %0 arctan 5 +c
4.1.4 Intégrales du type MI—J“N)Bd:U, g>1

(z2+bx+c

. . 2 .
Si on pose comme ci-dessus, t = x + £ et a?=q— B> 0, on obtient:

Mx+ N tdt 2N — pM dt
e =M 5t E
(22 4+ bz + ¢) (12 + a?) 2 (12 + a?)

Etudions séparément les deux intégrales obtenues dans le second membre.

La premiére se calcule de maniére trés simple:

/Lzl/d(ﬂJra?):_ 1
2 +a2)” 2J) @+a®)’  206-1) 2 +a)""

Le calcul de la seconde intégrale est un peu plus compliqué. Soit

zﬁz/(L 5=123,..

2 + a2)”3 ’
. NN . 1 25tdt
Si on intégre par parties, en posant wu = i) dv =dt et donc du = —(tuiw, v=t
on obtient:

t t? t t? 4+ a?) — a?
IB=—6+25/ oyt = 5+ /%t
(12 4+ a?) (12 + a?) (12 4 a?) (12 4+ a?)

t dt 9 dt
T2+ a2 w20 l/ CEYOE / (2 + a2)'8+1]



C’est a dire

t
Ig = —— 4+ 2015 — 26@21
B ( 2 a2)ﬁ B B+1
Ainsi on obtient la relation de récurrence
1 t 20 —1

Ig 1 = 1
B ) | 2

qui nous permet de calculer g pour 3 > 1, sachant que [; est facile a calculer: (I; = arctan %)

4.1.5 Exemples
1) Calculer lintégrale [ (2+“x?)

Solution. On sait que (mgfl)(%m = 2(;1) + 6(;1) + 3(w{2) alors on a:

/ zdx __1/ dx _1/ dx +2/ dx
(22—1)(xz—-2) 2)2x—-1 6J) 2+1 3] 22

1 1 2
:—§In|x—1|—61n|x+1|+§ln]a:—2|+c

2) Calculer Uintégrale [ %d

Solution. La décomposition en éléments simples de l'intégrant donne:

x84+ 224+ 208 — 1 1 2x x

z(a? 4+ 1)2 -7 x+(x2+1)2+x2+1

28 + 224 + 223 d:z: 2xdx rdx
dm = [ xdx —
w(z?+1)2 (22 +1)° z?2+1

Zx——ln\xH—/d(x +1)+1/d(m2+1)

alors on a

2 (2 +1)° 2 22 +1
x? 1 1 9
:5—ln|m|—$2—+1—|—§ln(x +1)+c
2 44 x3
3) Calculer lintégrale [ mdx
Solution: On a
?+1 (2 —ba®+6x)+52 —6x+1
x3 — 522 + 61 3 — 522 4 6z B
1+5x2—6x+1_1+A+ B N C
23 — 522 + 63 r -2 x-—3

Les coefficients A, B et C peuvent étre calculés en utilisant 1'identité

502 —6r+1=A(xr—2)(r—3)+ Bz (v —3)+Cx(z —2)

10



Si on pose £ =0 on obtient A = %, si on pose x =2 on obtient B = —% et si on pose *r =3

on obtient C' = 2—38. En remplacant ces valeurs dans le développement et en intégrant on obtient

23+ 1 1 9 28
/—x3_5x2+6xdajzw+gln\x!—§ln\x—2]+§ln]$—3]+c r ¢ {0,2,3}

4) Calculer l'intégrale [ #;Hd:v
Solution: En faisant la division euclidienne on obtient
xt B 37?2 4 2
e+ 3224+2 0 2+ 322+ 2
Sachant que z*+32%+2 = (22 +1) (* +2) le deuxiéme terme du membre droit de cette égalité

s’écrit sous la forme
—3x2 -2 _Az+B Cz+D

= +
xt + 322 + 2 241 2 4+ 2

En réduisant au méme dénominateur on déduit 1’égalité

—32> =2 = (Az + B) (#* +2) + (Cz + D) (" + 1)

En identifiant les coefficients de méme puissance de x on obtient le systéme qui permet de calculer

A, B, C et D:

A+C=0
B+D=-3
2A+C =0
2B+ D = -2

De ce systéme on déduit: A =C =0, B=1et D = —4. En remplacant les constantes A, B,

C et D par leurs valeurs et en intégrant terme a terme on obtient

x4 x
/—dx =z + arctanz — 2\/§ arctan — + ¢

xt + 322 42 V2
5) Calculer l'intégrale i?:%dw

Solution: La décomposition de I'intégrant en éléments simples est de la forme

2x2—3x+3_A B C

B =224z =z (x_l)z x—1

En multipliant les deux membres par x et en remplacant x par 0 on trouve A = 3. En multipliant
les deux membres par (x — 1)2 et en remplagant x par 1 on trouve B = 2. Enfin si on pose par
exemple z = 2 en tenant compte des valeurs trouvées de A et B on trouve C' = —2 — % + % =—1.

Par suite on obtient

202 — 32+ 3 2

11



4.2 Deuxiéme méthode
4.2.1 Méthode d’Ostrogradsky

On sait que toute fonction rationnelle se décompose en éléments simples. D’aprés la premiére

. " . 2 . 21 2 2
méthode, les intégrales indéfinies des éléments de la forme -1~ ou -zt (p— —q< O) sont
z—1 T2 +pr+q 4

des fonctions transcendentes de la forme: Aarctan (a1z + az) + Bln (byx + be) + C, les intégrales
indéfinies des éléments de la forme: W, a = 2,3,... sont des fonctions rationnelles et
les intégrales indéfinies des éléments de la forme % <%2 —q<0; =23, ) sont des
sommes de fonctions rationnelles et de fonctions transcendentes de la forme: A arctan (a1z + a2)+

C. Par conséquent toute intégrale indéfinie d’une fonction rationnelle est une somme de fonctions

rationnelles ou de fonctions transcendentes qui sont primitives d’éléments de la forme ﬁ ou
%, %2 — ¢ < 0. En conclusion si ggi;, (0P < 0Q)), est une fonction rationnelle avec
Qx)=(—a)" . ..(z—a)" (2" +pz+ ql)ﬁ1 (2 +psx + qS)BS
alors on a
P P, A . Mz + N; P P,
/_(%x: 1 (@) +/ S Ay Mt N AW +/ 2 (@) 40
Q () Q1 (x) per i N Q1 (z) Q2 (z)
avec
Q2 (z) = (x—ar)...(x —a,) (¥ + prz+ q1) ... (2% + psz + )
et

a1 — ap— -1 s—1
Q1(z)=(x—a)™ ' (x—a) " (2® + prz + ql)ﬁ1 (P +per + qS)B

Supposons que n, n; et ny sont respectivement les degrés de @, @ et Q2. Comme @ (z) =
Q1 (x) Q2 (z), alors on a n = ny + ny. Du fait que les degrés de P; et P, sont strictement
inférieurs respectivement & ceux de Q1 et Qo ona dP; < n; —1 et 9P, < ny— 1. Alors le nombre
de coefficients & chercher est: n = ny 4+ ny. En dérivant la formule (*) on obtient

P) (P Pk PQ-PQ P
Q(x) <Q1 <w>> T Q) Q1 "0,

Il est & remarquer que

PQ:1 — PQ _ P/Q; — PR
Qi Q:1Q2

avec
Qi@

=0

Par suite on a

P () :P{Qz—PlR_i_&
Q () 1Q: Q2

12



d’oul on peut écrire

P =P/Q;— PR+ P,

En égalisant les coefficients de méme puissance en z on trouve un systéme de n équations a

n inconnues qui nous permet de déduire les coefficients des polynémes P; et P;.

4.2.2 Exemples

1) Calculer Uintégrale: [ %dw

D’apres la formule (*) on a

dx

/:1:4+2:U3—2:B2+x K$3+Lx2—|—Mx+N+ kx?+ 1z +m
l‘:
A= o L+ ) (-t ) U-oa+d

En dérivant cette équation on obtient

ot 4208 - 22t +2  [Ka®+ La?+ Ma+ N ka?+lz+m
1-2’1+22)° | (1-2%01+2?) ] (1—x)(1+a?)
vt 4+ 223 — 222 + o
(1—2)(1+22)°
(BKz?*+2Lx+ M) (1 —2) (1 +2?) — (K2* + Lz* + Mz + N) [-2 (1 + 2?) + 2z (1 — x)]
(1—2)* (1 +a2)°

kx? +lx +m
I—2)(1+2)

En identifiant dans cette équation les coefficients de mémes puissances en x (aprés avoir réduit au

méme dénominateur) on obtient le systéme suivant:

M+2N+m =0
2L+ M —2N+1—-2m =1

3K — M +4N +k — 204 2m = -2
—K +3M —2k+2] —2m =2
K+2L+2k—-2l+m=1

K—-2k+1=0
k=0
En résolvant ce systéme on obtient
K=—; L:—l; M:§; N=-1; k=0 l:—l, m:1
2 2 2



Par suite on a:

dz =

/:U4+2x3—23:2+x 1x3—x2+3x—2+1/ —r+1
r=— -
=+ 20—afare) 2] T-na+?)

1x3—x2+3x—2+1 . N
— _ —arctanx + ¢
2(1—2)"(1+22) 2

dx
+2)%(z+3)°

Solution: D’aprés la formule (*) on peut écrire

2) Calculer lintégrale [ @0

/ dx :Ax2+Bx—|—C’ / ax® +br +c i
(:c+1)(a:—|—2)2(:1:+3)3 (x—|—2)(x—|—3)2 (x4+1)(x+2)(z+3)

En dérivant les deux membres on obtient

az® + (8a — A+b)z* + (2A — 2B + 21a + 8b + ¢) 2*
(x+1) (z+2)* (x+3)°

(154 — 4B — 3C + 18a + 21b + 8¢) 2
(z+1) (z+2)° (x+3)°

N (12A+4B —10C 4 18b + 21¢) x + (6B — 7C + 18¢)
(2 +1) (z+2)° (x+3)°

En égalisant a 0 chaque coefficient des puissances de x du numérateur on obtient le systéme suivant

(
a=20

A=b
—2B+4+100+c¢=0
36b—4B —3C +8c=0
300 +4B —10C +21c=0
68 —-7C +18c=1

La solution de ce systéme est : [A = %,B = %, C=17,a=0,b= %,c = g} En remplacant les

paramétres a, b, ¢, A, B et C par leurs valeurs respectives on obtient

fr+3 1 17
4 2 der = -1 11+ 21 2] — —1 3|+ C
/(x+1)(x+2)(x+3)x 8n]:c—|— | +21In |z + 2| S n|z+ 3|+

et par suite

d 9z% + 50z +68 1 17
/ mz 5= @” + 90z + s+ <hnjz+1|+2n|z+2) - =z +3|+C
(z4+1)(x+2)"(x+3)" 4(z+2)(x+3)° 8 8
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3) Calculer lintégrale [ (x3df1)2

Solution: On a

/ dx _/ dx B Az’ + Bz +C +/ ax?® +bxr +c i
+1)? ) @+1)@2—z+1)? (e+1)(@®—z+1) (z+1) (22 —z+1)

En dérivant les deux membres de cette égalité et en réduisant au méme dénominateur on obtient

ar’ + (b—A)z* + (c—2B)2* + (a —30) 2> + QA+ b)x + (B+c) =1

En identifiant les coefficients de méme puissance en x on obtient le systéme suivant

c=2B

C=0
b+2A=0
| B+4+c=1

dont la solution est [A =0,B=

Y

:0,a:0,b:O,c:§]. Par suite on a

C
;/ CES) (if_x+1) = % <—% (ln(—x+x2+1) — 2V/3arctan <§x/§x—%\/§)>) +e

alors

dx 1 x 1 (z+1)° 2v/3 2 1
_1 1y tan | 2v/3z — =/3
/(:c3+1)2 TRV e e TR B C AL AL B

L, 4 3 2
4) Calculer Uintégrale [ £tz tlle H12048 g,

Wl

(22422+3) (z41)
Solution: On sait que cette intégrale est de la forme
/x4+4x3+11x2+12:c+8 Ax+ B / Cx*>+ Dz + E
r = x
(22 + 22 +3)* (z + 1) 2?2 + 2z + 3 (22 +22+3) (z+1)

En dérivant et en réduisant au méme dénominateur on obtient
Cz*4(2C — A+ D)s*+ (3C —2B - A+2D + E)z®
+(3A—4B+3D +2E)x + (3A — 2B + 3E) = 2* + 423 + 112% + 122 + 8

En identifiant les coefficients de méme puissance en x on obtient le systéme suivant

;

C=1
20-A+D =4
3C-2B-A+2D+E=11
3A—-4B+3D +2F =12
3A—-2B+3E =8

15



dont la solution est : [A = —%,B =-1,C=1,D = %,E = g} En remplacant A, B, C, D et E

par leurs valeurs on obtient

/;1:4+4a:3+11x2+12x+8d 1 x+2 +1/ 202 +3x+5
L T e ———
(:172+2x+3)2(x+1) 2224+2x+3 2 (

- :v2+2:17—|—3)(x+1)$
Sachant que

20 4+3x+5  ax+b L —1 N 2
(22420 +3)(x+1) 22+20+3 2+1 22+22+3 a+1

on a
/ 222 + 32 +5 1 . <x+ )+21 o+ 1)+
r = ———=arctan | —— n|\xr C
(22 +22+3) (x+ 1) 2v/2 V2
et donc
/x4—|—4m3+11x2+12x—|—8d 1 z+2 1 . <x+1)+1 T
r = —— — arctan | —— n\xr C
(22 422 +3)% (z + 1) 222 +2x+3  2V/2 V2

5) Calculer l'intégrale (xfﬁxl)

Solution: L’intégrale a calculer est de la forme

dx

/ dx 7Am3+Bx2+C’x+D+ Ex?+Fx?+Gr+ H
(x4 +1)° zt+1 a4 41

En dérivant et en réduisant au méme dénominateur on obtient I'identité
1= Ez"+(F — A) 2°+(G — 2B) 2°+(H — 3C) 2*'+(E — 4D) 2’ +(3A + F) 2°+(2B + G) 2+(C + H)
Pour que cette identité soit vérifiée il est nécessaire qu’on ait
3
A:O,B:O,C:—,F:O,G:O,H:Z,DzO,EzO
Par suite I'intégrale s’écrit sous la forme
/ dx B x . 3 / dx
(zt+1)% 4(@@*+1) 4) at+1

On sait que 2* + 1 peut s’écrire sous la forme

'+ 1= (2" +az+0b) (2> + Bz +7)
En identifiant les coefficients de méme puissance en = on obtient le systéme:

a+pB3=0
b+vy+aB =0
ay+b8=0

by =1

\
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dont la solution est: [a =V2,b=1,8=—2,v= 1]. Par suite on a

I Ar + B Cx+ D
41 2242 +1 22—V2r+1

En réduisant au méme dénominateur et en identifiant les coefficients de méme puissance en z on
obient le systéme
A+C=0
B+D—+2A+V2C =0
A+C—V2B++v2D =0
B+D=1

dont la solution est: [A = }1\/57 B = %, C= —%‘\/5, D = %} Ainsi on déduit

dx 1 V2 +2 1 V2 — 2
S N e Y dx

11 4 224+ 2x +1 4) 22— \r+1
V2 r+2 T —2
= — dxr — dx
4 NANE NANE
R

Par suite on a

2
dx x 3v2 <$+§> +%
i ™ 2
(% +1) (zt+1) <w ﬁ) 41
2 2

2
+ %— (arctan (\/ix + 1) + arctan (\/ﬁx — 1)) +c

5 Intégrales de fonctions irrationnelles

On dit qu’une fonction f de n variables wuq, us, ...u,, est une fonction rationnelle si elle s’écrit sous

la forme:
P (uy,us, ...up)

Q (uq, ug, ...uy)

f(ug,ug, ..uy) =

17



ou P et () sont des polyndémes des variables uq, us, ...u,, c’est a dire ils s’écrivent sous la forme
k1 ko k
Z Oy kg ke Uy Ug” . U k;e N

Si on remplace u; par ¢; () on obtient f[¢1 (x),da(x),...¢, (x)] qui est une fonction rationnelle

de ¢1(x), 02 (x),...0, ().

Exemples:

f(z) = 3\”;@\/@ est une fonction rationnelle de /z, v1+atetv1—z: f(z) = R(Vz,vV1+a24 V1 —2).

37 . . . .
g(z) = Sm;(:iflc;;‘ Z)COSC;)” est une fonction rationnelle de sinz et cosz : ¢ (r) = R(sinz, cosz) .

5.1 Intégrales de la forme [ R [x, (%@)r1 s (%)r] dx

5.1.1 Meéthode d’intégration

On considére le cas ou 71,79, ..., 75 sont des nombres rationnels et ad — be # 0.
Soit m un dénominateur commun des fractions ry,rq, .70 =12, i=1,2..5

Si on pose t™ = ‘c‘fis on obtient @ =92 = p(¢), dz = p/ (t)dt et (‘Z;"IZ)T = ("M = {Pi
i=1,2 .5

En remplacant ces valeurs dans I'intégrale initiale on obtient:

b\" b\" dt™ —b
[rle (S50) (5 | [r || = [ rewar

avec R* (t) = R[22 v t#<] p' (t) donc R*(t) est évidemment une fonction rationnelle de

a—ct™?

t. D’ou toute intégrale de la forme [ R [z, (gﬂ’fig)m s (Zfis)r] dr peut se rammener & une

intégrale de fonction rationnelle. Pour calculer I'intégrale initiale il est évident qu’il faut d’abord

a:H»b)L
ar+b\m

calculer I'intégrale f R* (t)dt et puis remplacer dans le résultat obtenu ¢ par (Cx -

5.1.2 Exemples

1) Calculer Uintégrale [ \/EdTI%/E'
Solution:
1 1
L’intégrant est de la forme f(z) = R [(x)5,(a:)§] rm=3=23e rp=3=2 Le
dénominateur commun de 7, et 7y est m = 6. Donc en posant x = t°, dz = 6t°dt on obtient

/\/_Jr\/_ /t+1dt—6[/(t2—t+1)dt—/ti—tl]

t
—6[§—5+t—1n|t+1|] c=2yr —3Yr+6yr—6In(Vr+1)+c

2) Calculer Uintégrale [ +/(z — 1) (x — 2)dx

18



Solution:

Pour z >2 on a f\/(x—l)(x—Z)da::f(x—Q)\/%dx
Pour <1 ona f\/(x—l)(x—2)d$:f(2—x)\/gdx

Pour 1 <z < 2 lintégrale [ \/(z —1)(z —2)dz n’est pas définie.

Calculons par exemple I'intégrale pour x > 2. En posant t? = i—:; on obtient z = 11’_25 et

dr = (1—_2;;3)2dt. Donc on a
1_22 24 4
/\/(x—l)(x—Q)dx:—/( t—2> tdt2:2/Lt3
11— (1- ) (1— )

1—2t2 2t4
(1 t2 - 2) (1—t2)2

Lintégrant de cette derniére égalité s’écrit sous la forme

t 3 3 3 5t 1 1

(1—)® 16(t+1) 16(t—1) 16(t—1)° 16(t—+1)° 8(t—1)3+8(t+1)3

En intégrant terme & terme on obtient

1_p)pF 16 -1 1+8t2—1+16(t—1)2_E(t+1)2+c

/t4dt 31t—|—15t 1 1 1 1
(

1
Il suffit de remplacer t par (%) 2 et multiplier le résultat par 2 pour obtenir la valeur de
I'intégrale initiale.

3) Calculer Uintégrale [ ig/iV;Ide

Solution:

Le ppcm des dénominateurs des exposants est 6, alors on pose 2z — 3 = t% par suite on a
dr = 3t°dt; 2z —3 =1t V21 —3=1¢
Ainsi on peut écrire

/2 — 8
/ - / 5t dt—3/( t4+t2—1)dt+3/ it _
v2r—3 +1 241 241

= 37 _3€+t3 3t + 3arctant + ¢

En revenant a la variable x on obtient

V2r —3
S22 —3+1

4) Calculer Uintégrale [ ——2£—

+1\/2x—3—(2x—3)

o=

~o
o=

1 71
dx:3{?(2x—3)g—g(2m—3) + 3arctan (2z — 3)

be

w

Az 3(:1:+1

Solution
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Il est & remarquer que l'intégrant peut s’écrire sous la forme

m: (x(x—l—l) \/xzﬂ>l

On peut donc poser

Donc on obtient . ,

t 1 4t
1 — 4’ T+ 1 — 4’ t (1—t4)2
Par suite on a

dt 4
—- +tc

d 1—t4 1
/—w—4/—4(1—t4)——2dt—4/—2—
4/373 (.17+1)5 t t(l—t4) t t
En revenant a la variable initiale on obtient

Jr+1

dz
/ Vs (x4 1)° - v

5) Montrer que si des entiers p,q,n et k vérifient l’égalité p + q = kn, alors toute inté-

grale de la forme [ R ( (x — a) Nz — b)%> dx peut se calculer a l'aide des intégrales fonctions
rationnelles.
Solution

Si on pose dans l'intégrant

.CL‘—CL_tn
r—0b
on obtient )
bt"™ — —b)t"~ b—
Tr = a’ dl’:%dt, r—b= a
tr—1 (tn — 1) tn—1

Par suite en tenant compte du fait que Z% = k est un entier, on peut écrire

R(x,(x—a)%.(x—b)%) da::R(:v, (i:g)z.(x—b)pnﬂ> dr

bt — b—a\" —b) L
- R ¢ w o)) nla=b) ——dt =1 (t)dt
17\ —1 (" — 1)

L’intégrale initiale donc se raméne a une intégrale de fonction rationnelle.

6) Calculer lintégrale [ ivj;%d

Solution

En posant 2+ x = t> on obtient:

V2 t5 — 2¢3 2 — 2t
/x T =3 —dt—B/ t—t+ dt
:E—{—\/Q—i—a: t3+t—2 (t—1)(t2+t+2)
3.4 3., / 2 — 2t
=—t"— —t*+3 dt
4 2 T <(t—1)(t2+t+2)
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En décomposant l'intégrant de la derniére intégrale en éléments simples on obtient

12— 2t 3 dt 15 t—2
3 dt=-= | — 4+ = | —5>
/((t—l)(t2+t+2)) 4 t—1+ 4 /t2+t—|—2

3 15 27
:—Zln|t—1|+§ln‘t2+t+2} — ——=arctan

2t +1

c
4T V7
Par suite on a
V2 3 3 3 15 27 2t+1
/ud:c:—t4——t2——1n|t—1|—|——1n|t2—|—t+2|——arctan il +c
r+v2+x 4 2 4 8 47 V7

Wl

avec t=(2+ 1)

5.2 Intégrales de la forme [ R (z,Vaz?+ bz +c)dzx

Les intégrales de ce type peuvent étre rammenées, a l'aide de changements de variables, & des
intégrales de fonctions rationnelles. Trois cas peuvent se présenter. A chaque cas on associe un
changement de variable qui permet d’obtenir I'intégrale de fonction rationnelle en question. Les

changements de variables qu’on verra dans la suite sont appelés changements de variables d’Euler.

5.2.1 Casou a>0

Le but est de trouver un changement de variable qui permet de supprimer la racine dans l'intégrant

sans créer une autre. Pour cela on remplace la variable x par la variable t tel que
Vax2 +bx +c=+xva+t

En élevant au carré les deux parties on obtient
az?® 4+ bx + ¢ = ax® £ 2/ axt + t*

Par suite on peut écrire
2 —c

- =% _Ru

b+2at (t)
R (t) est une fonction rationnelle de ¢, alors R (¢) I'est aussi. Ona dx = R} (t) dt, Vax? +bxr +c =
+R; (t)v/att= Rs(t) et donc en conclusion on obtient

T

/R(x,\/M) dx:/R(Rl (1), Ro (1)) R, (1) dt = /R* (1) dt

Il est évident que R* (t) est une fonction rationnelle de ¢.
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5.2.2 Cas ot les racines de ax? + bx + ¢ sont réelles

Soit w7 et x5 solutions du trindme ax? + bx + c. Si x; = 9, alors
Var? +br +c=+/a(x —2,)? = | — 11| Va

Dans le cas ou I'expression sous le signe du radical est strictement négative, c’est a dire quand
on a a < 0, I'intégrale n’est pas définie, donc c’est un cas & ne pas étudier. .Par contre si on a
a > 0 l'intégrant est une fonction rationnelle en = qui peut ne pas étre la méme sur les intervalles
|—o0, 21| et |z, +oo[. Il faut donc étudier séparemment chacun des deux cas.

Etudions maintenant le cas ou on a: 1 # x5. L’expression sous le signe du radical s’écrit
comme suit:

ar’ +br+c=a(x —x1) (v — 29)

En faisant sortir (z — 1) du radical on obtient

R(x,\/ax2+bx+c> =R | z, |z — x4 az = )

r — T

Ainsi on obtient 'intégrale d’une fonction déja étudiée dont I'intégrant peut ne pas étre le méme

sur les intervalles |—o0o, x| et Jz1,+00[. On a vu que pour calculer une telle intégrale il suffit
2 = a(z—x2)

r—x1

de faire le changement de variable: ce qui est équivalent dans notre cas & poser:

+(z—z)t=a(r—x1) (x — x2).

Donc on peut aussi poser

Var? +br+c= (v — 1)t

Ces deux cas compléetent 1’étude de l'intégrale, car si aucun de ces deux cas n’est vérifié
I 1 le radical i égati Iintégral é éfini
expression sous le radical est strictement négative, et I'intégrale ne peut étre définie. Un autre

cas peut étre considéré en paralléle:

5.2.3 Casou c>0

Dans ce cas on peut poser

Var? +br+c=+\cEtat

En élevant au carré on obtient

az? 4+ bxr = +2/cat + z*t?
Ce qui donne

b+ 2t
:2—\/6231(75), dv = R, (t)dt Var?2+br+c=xcx Ry (t)t = Rs(t)

t* —a
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En conclusion on obtient une intégrale d’une fonction rationnelle de la forme
/R (x, Vax? + bx + c) dx = /R (R4 (t),r5 (1)) Ry (t) dt

Il est & remarquer qu’'une intégrale de la forme

/R (x, Vaz + b, \/m—{—d) dx
peut toujours se ramener & une intégrale de la forme
/R (x,\/axz —|—bx+c> dx

en utilisant le changement de variable
t? =ax+b
En effet si on fait ce changement de variable on obtient

2 —b
a

2
dr = —tdt, Ver+d= —t2———|—d VA2 + B
a

ce qui donne

/R(:zc,x/owc+b,\/CQH—d)da::/R(t2

Dans certains cas pour calculer une intégrale de la forme

/R (v, Var ¥ oz v e) de

9
AP + B) “dt = / Ry <t, N B) dt

on peut s’en passer des changements de variable d’Euler, en la transformant & I’aide d’autres
. L. 2 2
changements de variable, (commencer par écrire ar? + bz + ¢ = a (x + %) +c— Z—a) en une

intégrale d’une des formes suivantes:
/R (t, Vo t2> dt, /R (t, N 1) dt, /R (t, Vit t2> dt

Ces intégrales peuvent étre transformées en intégrales de fonctions trigonométriques ou hyper-

boliques & 'aide de changements de variable:

1

t =sinu, t=cosu, = tanu, t=
cosu

t =shu, t=chu, t=thu

Les intégrales de fonctions trigonométriques ou hyperboliques feront ’objet d’un chapitre dans la

suite.
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5.2.4 Exemples

9 4 dz
1) Calculer Uintégrale [ Py = s
Solution
On a a > 0, alors on peut poser v12+x+1=x+1t, ce quidonne = = i__;s et
. 2 2

En remplacant dans l'intégrale x par sa valeur en ¢ on obtient

dx 22 — 2t + 2 2 1 1
= | ———dt = — 1)dt =t+2Inl|t — 2|—=1
/:)3+\/x2+x+1 2t2 — 5t + 2 /(t—Q 2t_1+ ) +2ln| | 2"

En revenant a la variable initiale on obtient

dx
=vVrZ4+r+1-— x+21n‘\/x2+x—|—1—x—2’——ln
/x+\/:€2+x+

e 4 dx
2) Calculer l'intégrale f PR pml
Ona c¢>0 alors on peut poser 1 —x —22=1+tx, ce qui donne x = —fztﬁ et
B 2
dr — (t2+1) s (P +t—1)dt

En remplacant dans l'intégrale, x par sa valeur en t on obtient

/ dx _/ 2% + 2 — 2 dt_/ 1 1 <+1)+2 5
(r+V1—z—2a?) Hr3t3+2+3t) ) \3(t+3) 2+1 3t

1 1 2
:gln]t+3]—§ln(t2+1) —arctant+§ln|t|+c.

tl-i-
— —|+c
2

1
vl+z+1—x— =

5| ¢

En revenant a la variable x on obtient

/ dz L \/1—x—$2—1+3' L <\/1—w—x2—1)2+1
:—n __n
(z+V1—-2z—2%) 3 T 2 z
Vi-—-z—22-1 2 Vi—-z—22-1
— arctan +§ln . +c
x

3) Calculer lintégrale f?%dx

Solution

L’intégrant est défini sur |—oo, 1] U[2,+00| \ {2} .Le polynome sous le signe du radical admet

comme racines x =1 et x = 2. Alors on peut poser V1?2 —3x+2=1(zx —2). Ce qui donne

212 — 1 —2tdt Va2 -3z +2

:L':m; xzwa = T — 2

En remplacant = dans l'intégrale par sa valeur en ¢ on obtient

T+ V2 —3x+2 —22 —t+1 2 2
—_— dt = + +1]dt
r—Vr2—-3r+2 =22 +t+1 3(t—1) 3(2t+1)
2 1
:t+§ln|t—1|+§ln|2t+1\+c
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En revenant a la variable initiale on obtient

T +vVr2—3x+2 Va2 -3z +2 2 vV —3x+2 1 V2 —3x+2
—1|4+=1In|2 1|+4c
T—Vx?2 -3z +2 T —2 3 r—2 3 z—2

4) Caleuler Uintégrale [ —“——dx

Solution

L’intégrale peut s’écrire sous la forme

/Vﬁdm:/\/(:p_;?_(

En posant t =z — g on obtient

/ — / /42 / - 5 %
\/ 2

x?2 —br+4 % <%)2 (23t)2 1
Ce qui donne

T 3\?> 5 ot
—dl': t2— — —|——ar Ch —_— —I—C
/\/m2—533+4 <2> 2 M8 (3)

En revenant a la variable initiale on obtient

) 2 )
/\/%de:\/mQ—E)quél—i—iargch (§ (x——)) +c
x? —bx

5) Calculer Uintégrale [ \/%

Solution

Faisons le changement de variable: 2x + 1 =+¢, duquel on déduit
1
x , x 5

Par suite on obtient

(x4 3)dx 1 [ (t+5) 1 5 <t>
= — dt = -Vt? —4+ —argch (= | +¢
Vidri+4z -3 4 V-4 4 1752

En revenant a la variable initiale on obtient

3)d 2 1
(z +3)de \/4x2+4x— +—argch(w+ )—i—c
Vi +4r—3 4

5.3 Intégrales de la forme [ \/md
Une telle intégrale peut étre calculée a ’aide des changements de variable d’Euler, mais souvent

¢a demande de longs calculs. On propose une méthode de calcul qui dans certains cas est plus
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simple que la méthode qui utilise le changement de variable d’Euler. On cherche I'intégrale sous

la forme:
P, d
/ (z) dx = P, (2) \/a:c2+ba:—|—c—|—a/ °
Var? +bxr +c vVar? +bxr +c
avec

P, (x) = apz" + ap 12"+ ...+ a1 + q
Py (z) =by 2" 4 by 02" % + .+ by + by
les n+1 coefficients b;,7=0,1,2,....n—1 et a sont & déterminer.
En dérivant les deux membres de 1’égalité initiale on obtient
\/% =P, (x)Var?+bx +c+ %%) + m

ce qui est équivalent a

2P, (z) = 2P,_, (z) (az® + bx + ¢) + P,_1 (z) (2az 4+ b) + 2a
En remplagant dans 1’égalité précédente P, () et P, 1 (z) par leurs valeurs on obtient:

2 (anw” +a, 12"V ax + ao)
=2 (axQ + bx + c) [(n — 1) by a™ 2+ kbt L+ bl} +
(2az + b) (bp—12" ' 4 . 4 bpa® + L+ b+ ) + 20

En identifiant les coefficients de méme puissance en x on obtient un systéme linéaire de n + 1

équations a n 4 1 inconnues. Les inconnues en question sont: b;, © =0,1,2,...n—1 et a.

2a9 = 2¢by + bby + 2«
20,1 = 2bb1 + 4Cb2 + 2ab0 + bbl

20,1 =2 (n — 2) ab,_o + 2 (n — 1) bb,,_1 + 2ab,,_o + bb,,_1
2a, =2(n—1)ab,_1 + 2ab,_,
De ce systéme on déduit les valeurs des coeffients b;, i = 0,1,2,....n — 1 et a et puis on calcule
intégrale [ \/#m pour remplacer toutes les inconnues par leurs valeurs dans le membre de

droite de I’égalité initiale et obtenir 'intégrale recherchée.

5.3.1 Exemples

1) Calculer lintégrale [ ijZTH

Solution
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Dans ce cas on a deux choix de changements de variable, car on a > 0 et ¢ > 0. Posons
Vi+r+l=t—uz
En élevant au carré les deux membres de cette égalité, apres simplification on obtient
r42t=1t"—1

Ce qui donne

t2—1 t 2
T = dx:<2 — 2(t2—1)>dt
2t+1 20+1 (2t +1)

En remplacant dans I'intégrale on obtient

/ da _/ 1 (2 t 2 (@ 1))dt
1+vVa2+z+1 1+t— b \"2t 41 (2t +1)

+t+1 1 1 1
=2 dt =2 — dt
/(2t+1)(t+2)(t+1) /(2t+1+t+2 t+1>

=2In[t+1|+2n|t+2|+In2t +1|+c

En revenant a la variable initiale on obtient

dx
:—21n‘x+\/x2+x+1+1‘—|—2ln’x—|—\/x2—|—:v+1+2’
/1+\/x2+:c+1
+ln)2<$+\/x2+x+1>+1‘+c

2) Calculer lintégrale [ N%dw

Solution

En posant 22 = 2, 2xdr = dz Dintégrale s’écrit sous la forme

2 —1 1 z—1
dr = = dz
V1 + 322 + 7t 2) 2v22+32+1
Pour calculer I'intégrale obtenue on peut poser
V24+3z+1=t—=z

ce qui donne apres avoir élevé au carré les deux membres de 1’égalité

-1 2t? + 6t + 2 2 —2t—4 2?2 +3t+1
2=/, dz:+——|;dt, z2—1=——, \/z2+3z+1:L
3+ 2t (34 2t) 3+2t 3+2t

En remplacant la variable z par la variable ¢ dans 'intégrale on obtient

t?—2t—4 2t2+3t+1
3+2t 9 (342t)?

1 z—1 1
92 V213 1dz 9 21 $213t41
ZVz5+ ozt 312t° 3421

12 —2t—4 (t* — 1) — (2t + 3)
(12— 1) (3 +2t) (12 —1) (3 +2t)
dt dt 1 1. |Jt+1
_/3+2t_/t2—1_§ln‘3+2t|+§ln -1
1 (3+2t)(t+1)‘

= —In
i

o
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En revenant a la variable z on obtient

(2V22+32+1+422+43) (V2+32+1+2+1)
V2 +3z+1+2-1

1 -1
: —ln

V22 +3z+1 2
Enfin en revenant & la variable z on déduit

a2 —1 L (2va* + 322 + 14222 4 3) (Vo + 322 + 1+ 2% + 1)
—1n
x\/1+3x2—|—£4 T2 Vit +322+1+2%2 -1

Il est a remarquer qu’on aurait pu poser vz22+3z+1=1tz+1

e (x3—ac+1)d:c
3) Calculer lintégrale | /e

+c

+c

Solution

On cherche 'intégrale sous la forme

/(Hx (A2* + Bz +C) Va2 + 2 +5 +K/
T i

En dérivant les deux membres de cette égalité on obtient

\/1:2—|—x+

2 + 1 i K
Wr2+x+5 Val+zr+5

»—r+1

vVri+x+5

En réduisant au méme dénominateur on déduit

= (24z + B)Va? +x + 5+ (Az® + Bz + O)

20° =22 +2=2(24z+ B) (¢* + 2+ 5) 4+ (A2® + Bt + C) (2z + 1) + 2K

En identifiant les coefficients de méme puissance on obtient le systéme

6A =2
5A+4B =0
2044+ 3B +2C = —
10B+C+2K =2

: ) _1p_ _ 5 ~_ _89
dont la solution est: A=z, B=—15,C=—3;, K =

Il nous reste a calculer l'intégrale [ m. On a

| == /JH— /%9 [dx +1:argsmh< i(x+1>)+c

Par suite on obtient

(23 — 2z +1)dz 1, 5 > , 4 1
= (= -\ - h _ -
/ P T 3:1: 121‘ T?+x+5 + arg sin 19 T+ +c

4) Calculer Uintégrale [ ﬁx
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Solution
Dans ce cas le coefficient de 22 et celui de la constante sont tous deux négatifs, mais le polynome

sous le radical admet comme solutions 5 et 2. Donc on peut poser par exemple

V2475 -10=+/(2—x)(z — 5) = (x — 5)t

En élevant au carré les deux membres de cette égalité on déduit

2 + 5t2 t —3t
2-x:(1‘—5)t2, x:;_—, ;{}:6—2dt, (I—5)t:
t*+1 (t2+1)

Par suite en remplagant ces valeurs dans l'intégrale initiale on obtient

d 2 2+ 2 2 2 2 2
/ rax 3:__/5 :' dt:——/(5+—2>dt:——<5t——>+c
(\/_x2+7x_10> 9 t 9 t 9 t

En revenant a la variable initiale on trouve

xdx 2 ([ =22+ T7x—10 x—05
s =——15 —2 +c
(\/_$2+7$_10) 9 r—>5 V=22 + Tz — 10

5) Calculer Uintégrale [ /422 + 3z + 2dx

Solution

Cette intégrale peut s’écrire sous la forme

42% +3 2
T° + or + d

T
Vax? 4+ 3x + 2

Par suite on cherche I'intégrale sous la forme

42% 4+ 3 2
v Eor T dr = (ax + b) V4z?2 + 32+ 2+ «
Vdz? 4+ 3x + 2

En dérivant les deux membres de cette égalité on obtient

/ dx
Vaxz? +3x + 2

42% + 3z + 2 8xr +3 o
=aV4r? + 3z + 2+ (ax + b) +
Vaz? + 3z + 2 W42 +3x+2 VA2 +3x+2

En réduisant tous les termes au méme dénominateur on peut déduire

82° + 6z +4 = a (82° + 6z +4) + (az + b) (8z + 3) + 2«

En identifiant les coefficients de méme puissance on btient le systéme

16a = 8
9a + 8b =06
4da +3b+2a =4
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dont la solution est: [a = %, b= 1%, o= g—g} L’intégrale est donc de la forme:

W43t (1 N 3) T +2+23/
r= -2+ — x x —
VAazr? + 3z + 2 2 16 32 ) VAx?2 +3x+2

N 9 2 d:):
Il nous reste a calculer l'intégrale | T On a

/\/ﬁlm?:l—xw:/\/(%Jr;?

16

/¢ ks

4
= —argsinh 2r + +c
2 1% <¢23< 4))

Finalement on obtient

4
/\/4:1:'2+33:+ dx—( x+ )\/4x2+3x+ —i——argsmh(\/—_ <2x+3>)+c

2

5.4 Intégrales du binéme différentiel

On appelle binome différentiel ’expression de la forme

flx) =2 (a+ba")?

On va donner la méthode qui permet de trouver l'intégrale de f dans le cas ol a et b sont des
nombres réels, et m, n et p des nombres rationnels.

En posant x = #% on obtient

1 1 - 1
do = —ta'dt et /xm (a+ b2 do = — / (a+bt)P ™ ~ldt = — / (a + bt)? t9dt
n n n
avec q= "4 —1]

On étudie séparement les trois cas suivants:

5.4.1 Cas ot p est un entier relatif

Soit ¢ = % avec r et s des entiers. D’apres ce qu’on a déja vu, il suffit de poser z = ts pour

transformer cette intégrale en une intégrale de fonction rationnelle.

5.4.2 Cas o1l ¢ est un entier relatif

Soit p = % avec r et s des entiers. De méme que précedemment, d’aprés ce qu’on a déja vu,

1
il suffit de poser z = (a+bt)s pour transformer cette intégrale en une intégrale de fonction

rationnelle.
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5.4.3 Cas ou p-+¢q est un entier relatif

Soit p = avec r et s des entiers. L’intégrale a calculer peut s’écrire sous la forme

p
/ (a+ bt)’ tidt = / (a j; bt) trradt

De nouveau il suffit de poser z = (%bt)f pour transformer cette intégrale en une intégrale de

[

fonction rationnelle.
Il a été montré que si m, n et p ne vérifient aucun des cas précédents, I'intégrale du binéme

différentiel ne peut pas étre calculée a 'aide des fonctions usuelles.

5.4.4 Exemples
1) Calculer Uintégrale [ /z (1 + \/x)* dz

Solution
1
R g En posant x = t2, on obtient

OnapzZ,mz%, m+l ] —

n:% et ¢g= "= 1
dx = 2tdt, /3/5(1+\/E)2dx:2/(1+t)2t2dt

En posant de nouveau ¢ = u?, on obtient

3 6 3
OB b gt 2

— 2 1 2% = /]_ 32,7 =
dt = 3u’du, /( +t)°tsdt =3 [ (1+u’) u'du 2 I "

En revenant aux variables initiales on obtient

3 12 3 3 12 3
/%(Hﬁmthﬁﬁ+;t?+c:zxé+ﬁx%+§x2+c
2) Calculer Uintégral 2ids
) Calculer l'intégrale f31+\/;3
Solution
Ona: m=2, n:% et p:—%, alors q:%—lzl. Si on pose x:t%, dmz%fé,on

obtient
dt

Si de nouveau on pose 1+t =u?, dt = 3u?du on obtient

t 3 —1)u? 3 3
/—1dt:3/udu:—u5——u2+c
(1+1)3 u 5 2

En revenant aux variables initiales on déduit

Wi

wlot

5
(1+x%)3 - (1+m%) te

ot DN

x2dx 2 2
=—(1+t)s —(1+t)s +c=
n 5

/H—W

31



3) Calculer Uintégrale [ V/x + x3dx
Solution

Cette intégrale peut s’écrire sous la forme
/ vV + x3de = / Vv + 22dx

1
_ 1 _ _ 1 _ m+l _ 3tl _ _1 _
Onadonc m=3, n=2, p=3, ¢g="=—-1=3%-—-1=—3 et p+q=0. En posant

1 _1 .
r=t2, dox= %x 2, on obtient

1 ) 1 /1
/%v31+x2d:c=5/6’/1+tt‘sdt:5/ Y %tdt
3

En posant de nouveau i =u’, t= u31 ,  dt = %du on obtient

e
/ 1+tdt _3 du:l/ud 1 :1 U _1/ du
\ 2 1) 2 ud — 1 2u3—1 2 ) w3 —1

Il reste & chercher la valeur de l'intégrale [ ugfl.

C’est une intégrale de fonction rationnelle. On

a

du 1 du 1 u—+ 2 1 1 1 du
S — 5 [ ——du=Slfu—1 — <l (2 1) — = [ 4
/u3—1 3/u—1 3/u2+u+1“ g v =1 n (v +ut1) 2/u2+u+1

du
B

1

1 1 3 4 1
:glﬂ\u—u—éhﬂ(uz—l—u—{—l)—\/?_arctan (\/;(u+§>) +c

En revenant aux variables initiales on déduit

1 3/ 1+t 1
/\/x+:v3dx— L

1+t -1 6

1 1
:§1n|u—1|—61 n (u®+u+ 1)

J1+t

t
3 4 1+¢t 1
—l—\%_arctan(\/; 3%—#5))4—0

+
|
=
VN
o
~
+
—
+
—

3/ 1422 5
21;—5’”2—1 6 x2 12 x2 x
4

3
[

4) Calculer [lintégrale

Solution
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_1
, p=3 et ¢= 2*l _1=1. Enposant = =, dz = 4t3d¢, on peut

1

3 4
/—de — gy [T a
NG

Si de nouveau on pose 1+t =u?, dt = 3u?du, on obtient

On a m:—%, n=

=

écrire

/t\3/1+tdt:3/(u3—1)u3du: §u7—§u4—|—c

En revenant aux variables initiales on obtient

(/jligﬁhm:1;u+w§—3a+w

IS
ol

+c=1—72(1+<*/§)5—3(1+%)

+c

3 4. dx
5) Calculer Uintégrale [ (i 93
Solution

Ona m=-1, n=3, p=-2 et ¢q==+ —1=—1. Enposant z=1¢* dz=3t*dt on
obtient

/ﬁzg/ﬁ—iﬁ:?’/ﬁ_<1+1t>2_ti1}dt:3m

Par suite on peut écrire

G T S
b C
t+1| 41

/:c(l ixs/i)z =5

Ve |3
C
Jr+1| Yr+1

6 Intégrales de fonctions transcendentes

6.1 Intégrale de la forme [ R(sinz,cosz)dx

En général pour calculer une intégrale de la forme [ R (sinz,cosz)dx il suffit de poser u = tan 55

—m < x < 7 pour transformer une telle intégrale en une intégrale de fonction rationnelle. En effet

dans ce cas on obtient
2sin £ cos £ . 2tan%

1 — 2 2 _ _2u
SIn.T = cos? %—l—sinz% T 14tan? § T 14u?
_cos’Z—sin?Z  1—tan®Z 1,2
CoST = cos? %+sin2 5 T 1+tan? £ T 14u?
r =2arctanu, dr = &

Apreés avoir remplacé ces valeurs dans 'intégrant on trouve

. 2u 1 —u? du
/R(smx,cos:z:)dx:/R(1+u271+u2) 1+ w2

Dans certains cas particuliers les calculs se simplifient en faisant d’autres changements de

variable:

1) Si la fonction R (sinx, cos ) est impaire par rapport a la premiére variable:
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(R(—sinz,cosz) = —R (sinz, cosz)), on pose cosx =t

2) Si la fonction R (sinx, cosx) est impaire par rapport a la deuxiéme variable:
(R (sinz, —cosz) = —R (sinz,cosx)), on pose sinz = ¢

3) Si la fonction R (sinz, cosx) est paire par rapport aux deux variables:

(R(—sinz, —cosx) = R (sinx,cosx)), on pose tanz =t

6.1.1 Exemples

1) Caleuler Uintégrale [ ——4=

sin x+cos x

Solution
En posant ¢ = tang, on déduit
, 2t 1—¢? 2dt
siny = ——, cosr = ——, dr =
1+ ¢2 1+ ¢2 1+ ¢2

Par suite on obtient

dx dt V2 V2
/sinaz+cos:v:2/—t2+2t+1:/<_4(t—1—\/§)+4(t—1+\/§)>dt

_ V2 (t—14++2)
T 1=V

4
En revenant & la variable initiale on obtient

/da: V2

+c

(tan — 1+ v/2)
(2 —1-V2)

- = —1In
siInx + cosx 4

2) Calculer Uintégrale [ yrm=da
Solution
L’intégrant est une fonction paire par rapport au sin et au cos, alors on peut poser t = tanx

dx = 1%5; ce qui nous conduit a

/;dx:/2 1; dt :/ di__ V2 ﬂzﬁarctan<\/§t>+c

1+ sin’z — el 122 2 ) 14 (va) 2

En revenant & la variable initiale on obtient

1 2
/ ———dr = g arctan <\/§tan $> +c

1+sin’x

3) Calculer Uintégrale [ S22 dx;

cost x

Solution

L’intégrant est une fonction paire par rapport au sin et au cos donc on peut poser t = tanux,

dr = 11’;2. Apres avoir fait ce changement de variable on obtient

) ) 2 .2 3

sin® x sin“x [ cos®x + sin“x dt t
dr = de = [ t? (1 +¢2 =—+c

/ costx / cost( cos? ) / ( )1—1—152 3
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En revenant a la variable initiale on déduit

sin? tan®
1 dr = +c
cos* x 3

4) Calculer Uintégrale [ zf’lff, 2 dx
Solution
L’intégrant est une fonction impaire par rapport au sin donc on peut poser t = cosz,

dt = —sinxzdz. Ce changement de variable nous donne
2 2 2
/C?S3£da: = _/c?s4x (—sinz)dr = /—Zdt
sin® x sin” x (1—1¢2)
En développant en éléments simples I'intégrant de la derniére intégrale on obtient
t2 1 / ( 1 1 1 1 )
—dt == - + + dt
/(1—t2)2 T AN R (RS V I N T
1 ) t—1 1 1 N
T\t t-1 1)
En revenant a la variable initiale on déduit le résultat
cos? x 1 cosx — 1 1 1
——dr = —(In c
sin® x 4

Ccosz—1 cosx+1
5) Calculer Uintégrale [ —1j;si§i$d$

cosz + 1

Solution
L’intégrant est une fonction impaire par rapport au cos donc on peut poser t=sinz, dt=

cos xdz. A T'aide de ce changement variable I'intégrale se rameéne a

1 + sin® 1 + sin® 1+
/—+s1n xdx:/—+8m xcosxd:n:/—+ 5dt
cos3 & costx (1—12)

En développant en éléments simples l'intégrant de la derniere intégrale on obtient

1+ 1 3 1 1 3 1 1
— dr = dt==-Inlt—1|+-Inlt+1]—=——
/(1_752)2 ! /(4(t—1)+4(t+1)+2(t_1)2) e A T

En remplacant ¢ par sa valeur en x on obtient

1 +sin®x 1. . 3. . 11
/Wd.x_ZIH|SIH$—1|+ZIH|SIH£L‘+1‘—im—FC

6.2 Intégrale de la forme [ sin”z cos? zdx

On étudie le cas ou p et ¢ sont des nombres rationnels. L’intégrale f sin? x cos? xdxr peut se
ramener & une intégrale du bindéme différentiel a I'aide des changements de variable u = sinx ou

u = cosx. En effet en posant par exemple u = sinxz on obtient:

cosx:(l—UQ)%, du = cos zdw, dxz(l—uQ)_%du
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et donc on aura
9 g—1
sin® z cos? zdxr = [ v (1 —u ) 2 du

Dans le cas ol p et ¢ sont des nombres entiers relatifs I'intégrale devient plus simple si on utilise
un changement de variable choisi selon la parité de ces deux nombres:

1) si p est impair on pose u = cosz

2) si ¢ est impair on pose u = sinz

3) si p et ¢ sont impairs on pose u = cos2x

4) si p et ¢ sont pairs on pose u = tanx ou bien on linéarise I'intégrant en utilisant les

1—cos2z 1+cos2z

et cos®x = 12

formules sin’x =

6.2.1 Exemples

1) Calculer Uintégrale [ sin® z cos* zdx
Solution
L’intégrant est une fonction paire par rapport au sin et au cos, alors on peut éliminer une des

deux fonctions en la remplacant par sa valeur en fonction de 'autre:

sin2 T COS4 T = COS4 T — COS6 X

En linéarisant la partie droite de cette derniére égalité on obtient:

1+cos(2a:)>2 B (1+cos(2a:)>3

cos?z — cos® x =
2 2

— % (= cos® (2x) — cos® (2z) + cos (27) + 1)

Par suite on peut écrire

1 1 1 4 1
/Sin2 r cos® xdx = 3 (x + 5 sin (2z) — /+C+(x)dx ~5 / (1 —sin® (2z)) 2 cos (2z) dx)

Apres intégration on trouve

1 1 1 1 1
/sin2 x cos* xdr = - (g + —sin (2x) — 3 sin (4z) — 5 sin (2z) + A sin® (23(:)) +c

8 2
2) Calculer l'intégrale f \/#m
Solution

On a

dx _1 3 _1 5
/+ = [ (sinz) 2cos"2dx = [ (sinz) 2 cos™ 2 cosxdr
Vsinz cos3 x

En posant t =sinx, dt = cosxdx on obtient

dx . 1 2 _%
/\/SiIlZL‘COS3$/t 2(1_t) at
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En posant t = u% dt = %u_%du on obtient

[t et tas [ ()
\/sinxcos3x_2 " “ u—2 Y U Y

De nouveau en posant =% =4 u=—-1- du= 4—dv on obtient
u vi+1 ( 4+1

1 [ L (l—u\ 1 1\ . dv 2
- du = —2 o _dv=-2 [ — ==
2/u ( u ) " /(U4—|—1) ! (vt +1) ! 2o ¢

En revenant respectivement aux variables antérieures on obtient le résultat suivant

Ao

ot

1 1 1
dx 1—u\* 1—12\* 1 —sin?z\*
/ Vsin x cos3 < u ) Y2 sin? z
8) Calculer Uintégrale [ sin® z-y/cos xdx

Solution

On pose t =sinz, dt = cosxdz. Alors I'intégrale s’écrit sous la forme
/Sin5xmda7 = /t5 (1 — t2)7% dt
De nouveau on pose t = u% dt = %u_%du. Par suite on obtient
/sin5 x/cos wdx = %/u2 (1-— u)fé du
Enfin on pose 1 —u=1v3 u=1—-19%  du= —3v3dv. Ainsi on obtient

1 1 3 1 3 8 20 2
§/u2(1—u)3du:—§/(1—v3)2502dv:—§ (%—%—1—%)—1—0

En revenant successivement aux variables antérieures on aboutit au résultat

1—w)? 2(1—w)? (1—u)?
/Sin5x\3/cosxdx:—§ <( 8u> _ (1—wu) +( ) >+c

2 ) 2

3 [ (cosx) ) (cosx) 3 (cos :17)% N
-5 - c

2 8 5 2

4) Calculer Uintégrale [

Solution

dx
Vtanzx

En posant ¢ =sinxz, dt = cosxzdx, on obtient

\/cosm 1 gy — 1
\/tana: / Slnx - b (1_t) Hdt
1

En posant de nouveau t = u2, = % ~3du  on obtient

dx _1/u1 (1—u)_4du
Vianz 2 u
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Enfin en posant =% =o', u= 5 du = —4—"_dv on aboutit au résultat suivant
(v*+1)

1 1w\ 1 3 2
— /u_l Y du = —2/ (1 + U4) U_IU—QCZU = —2/ Y dv
2 u (1+ %) 14 vt

En développant en éléments simples I'intégrant de la derniére intégrale on obtient

dx f/<2v—\/'+\/' 21}—|—\/_—\/_>

Vtanz \/_v+1_v2+\/_v+1

\/§ v2—\/§v 1 \/5 \/§
_?<1nv2+\/_vil+/(vz—\/iv+1+v2+\/§v+1>dv>
:%1 %—k\Z_<arctan<\/_v—1>+arctan<\/_v+1>>~l—0

En revenant aux variables initiales on retrouve l'intégrale en fonction de .

5) Calculer Uintégrale [

dx
Vsin® x cos® x
Solution

Dans cet exemple on peut éviter de transformer 'intégrale en une intégrale d’un bindéme dif-

férentiel mais utiliser d’autres changements de variables. En effet on a

/ dz B / dz _/cos2x+sin2x dz B 1—|—tanx d (tan 2)
Vsin® z cos® x (3084 TV tan T cos? zv/tan3 x cos? x Vtan® x

= -2 + vtan T +c
Vvtanx

6.3 Intégrale de la forme [ sinax cos fzdx

L’intégrant qui est un produit de deux fonctions trigonométriques peut étre transformé en une

somme de fonctions trigonométriques en utilisant une des formules suivantes

sin az cos Bz = 5 [sin (@ + 3) z + sin (o — ) z

sin o sin Sz = 3 [cos (v — ) & — cos (o + 3) z]
1
2

cos ax cos B = < [cos (o + B) x + cos (o — () x]

6.3.1 Exemples

1) Calculer Uintégrale: [ sin® £ 5 COS 3mdx
Solution

En linéarisant le sinus on obtient
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2 (DVeos () o = [ L (wos (37 - i

/Sm <2>cos(2)dzx— /2(008(2) cos:[:cos<2 dx
[ (Reos(2) - Lo () - Lewe2)
= 2cos ) 4cos 5 4cos i T

1.3 1 .5z 1.z
=—-sin— — —Sin— — —Sln— +¢

3 2 10 2 2 2
2) Calculer Uintégrale: [ sin £ cos £dx
Solution

En utilisant les formules ci-dessus on obtient

.z xd_l ,7x+_1’d_61 7x+ x+
smgcos4 m—2 sin 19 sm12 T = 7cos 19 cos12 c

8) Calculer Uintégrale [ sin® z cos® zdx
Solution

En linéarisant 'intégrant on obtient
1 1
/sin2 x cos® zdr = 1 / (1 —cos(2z)) (1 + cos (2x)) dx = 2 / (1 cos®(2z)) dz
1 1 z 1 .
=12 (x— 5/(1+cos(4x))dx> =g~ 3—251n(43:) +c

4) Calculer Uintégrale [ tanx.tan (:v + ;—r) dx
Solution

On a

/tanx.tan (x—i—g) dx:/smx.sm (x+§) dr

COS T. COS (x + %)
_/ cosx.cos(:ﬂ%—%)+Sinx.sin(x+§) 1)
N COS T. COS (1‘ + %) v

_1/ dx —:v—/ dx .
2 ) cosz.cos (x+;—r) ] cos (2x+§) —1—%

En posant dans la derniére intégrale ¢ = 2x + Z on obtient

/ dx _1/ dt
cos(2x+§)+%_2 cost+%

En posant tan% = u on obtient

SR S S P
2 COSt—I-%—B u+vV3 u—+3 3

En revenant a la variable initiale on obtient

/tanx.tan <x+ g) dr = ?ln

u+\/§
u—/3

+c

tan (z + Z) + /3
tan(:r:—i—%)—\/g

—r+tc
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5) Calculer Uintégrale [ sinx.sin £.sin zdx
Solution
On a
/. 1% win %4 / S 1/. x 5xd
sinz.sin —. sin —dx = sinz.sin —.sin—dx = - | sinz | cos = — cos — | dx
2 3 2 3 2 6 6
1 / . Tz . bx o 11z T
= - sin — +sin — — sin — —sin — | dx
4 6 6 6 6
3 Tx 3 Sx 3 11z 3 T

:—ﬁcosg—ECOS€+ECOSF+§COSE+C

6.4 Intégrale de la forme [ f (shx,chz)dx

Tous les types d’intégrales, qu’on a vu concernant les fonctions trigonométriques, peuvent étre
concidérées pour les fonctions hyperboliques. 11 suffit de faire les changements de variables corre-
spondants en utilisants les formules hyperboliques correspondantes aux formules trigonométriques.
Pour retrouver les formules hyperboliques correspondantes aux formules trigonométriques, il suffit

de remplacer dans les formules trigonométriques: cosx par chx et sinx par ishx

6.4.1 Remarque

L’intégrale d’une fonction rationnelle en x et v/ ax? + bx + ¢ peut toujours a ’aide d’un changement

de variable se ramener & 'une des trois formes suivantes:
a) / R (2 /PE T ) di
b) / R (.7; m) dt
c) /R (:1:, g% — p2t2) dt

De telles intégrales peuvent étre transformées en intégrales de fonctions trigonométriques ou hper-

boliques en posant respectivement

a) t=2tanz ou t = Lsinh»
b p
b) t=Zsecz ou t = Lcoshz

c) t=%sinz ou t= Ltanh»
p p

6.4.2 Exemples

1) Calculer intégrale [ sinhz. cosh (3z) dx

Solution
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On a
. : . 1 1
/smh x.cosh (3x) dx = / (sinh (4z) — sinh (2z)) dx = 1 cosh (4z) — 5 cosh (2x) + ¢

2) Calculer l'intégrale f sinhzﬁm
Solution

L’intégrale peut s’écrire sous la forme

/ dz B / (COShZLC — ginh? :C) dx B / dz / dx
sinh?z.cosh®z sinh? . cosh? N sinh? z cosh? r

Ce qui donne

/ da t anhz — tanhz +
= —cotanhx — tanhx + ¢

sinh? z. cosh? z

8) Calculer Uintégrale [ /2% + x + ldx

Solution

On a

W:\/(%)ﬁ:?\/(% (x+%))2+1

Par suite en posant \% (.CE + %) =u du= \%dw on peut écrire

/\/mcix_\/;/\/(%<x+%))2+1dx_§/mdu

En posant de nouveau u = sinht on obtient

/\/$2—|—$+1d:€—%/\/1+sinh2tcoshtdt—z/costhdt—2/(1+Cosh(2t))dt

3t 3sinh (2t)
=—+——"" 4t

8 16

En revenant a la variable initiale on déduit le résultat.
9. 2 dx
4) Calculer Uintégrale [ EOLN s
Solution

On a
B fdr+5=(r+2)°+1

En posant uw = x + 2 on obtient

/ dx B du
(x+2)>Va2+4r +5 u?vu? +1

Si on pose de nouveau u = sinht, du = coshtdt, on aura

dz dt
W = ——— = —cotht +¢
(r+2)" Va2 +4x+8 sinh” ¢
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En revenant a la variable initiale on déduit

/ dz B \/1+sinh2t+ \/1+u2+c
(x+2)

2\/552—1—495—1—5__ sinh ¢ ¢ U
Vri+4x +5

T a2 ¢
5) Calculer Uintégral —dz
) Calculer 'intégrale f\/m
Solution
On a

(m2—|—4)3:( (x2+4))3_ (2\/%2+1>

En posant £ =sinhu  dxr = 2coshudu on obtient

2
/ /

En revenant & la variable initiale on obtient

tanhu +c

1 T
Z_1\/4—1—332

/ dx B
\/ (22 +4)° -

6.5 Intégrale de la forme [e¢™P (z)dx

+c

En intégrant plusieurs fois par parties (n fois, n étant le degré de P (x)) on obtient

/eaxp (z) dz = e {P(az) _ P'(x) . P’ (z) (D) P™ (z)

a a a3 ant1

Dans la pratique il suffit de poser

/e‘”P (x)dz =e"Q (z) + ¢

avec () (x) un polyndéme de méme degré que P (). Pour trouver les coefficients du polynome @ ()
il suffit de dériver les deux membres de ’égalité et d’identifier les coefficient de méme puissance

en x.

6.5.1 Exemples

1) Calculer lintégrale [ €** (2% + 3z + 5) dx
Solution

En appliquant la formule précédente on obtient

2 2 2
/62I($2+3$—|—5)d$: 2”"3(3C +9z+9 z+9 >+c

2 1 s
2x 1 2
=e (ix —|—x+2>+c
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2) Calculer Uintégrale [ e** (23 + 1) dx
Solution
L’intégrale est de la forme: €% (az® + B2 + vz +6) + ¢

En dérivant on obtient

(e* (az® + B2® + vz +6) + c)’ =e" (4az® + Ba+48) 2° + (28 + 4y) x + (v + 40)) 4)

— 64:1: (x3 4 1)

En identifiant les coefficients de méme puissance en x on obtient le systéme

da =1
3a+48 =0
286+4y=0
vy4+46=1
dont la solution est [a = %‘75 = —%,7 = 3—32,5 = %]
L’intégrale est donc égale a:  e** (323 — 2a? + 304 2) + ¢

3) Calculer Uintégrale [ € (2x+ 1) dx
Solution

En utilisant I'intégration par parties on peut écrire

1 2 1
/63r 2z +1)dx = 563“ (2z4+1) — 3 / ¥ dr = ge?’m 2z +1) —

2 1
— _x€3x+_€3x_+_c

3 9

4) Calculer Uintégrale [ e *1In(e” + 1)dx
Solution

On calcule cette intégrale par parties, en posant:

u=In(e"+1), dv = e "dx
du = —< dx, v=—e "
e’ +1

Par suite on obtient

dx
et +1

/e_aC In(e® + 1)de = —e “In(e* + 1) + /

=—e¢ “In(e*+1)+x—In(e"+1)+¢

5) Calculer Uintégrale [ (z*+x —2)In(z —1)dx

Solution
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et +1—¢€"

=—e"In(e"+1) +/

2 3
T
—96 +c

dx
et +1



On calcule cette intégrale par parties, en posant:

u=1In(zx—1),

3 2 5 1
’ x)ln(w—l)—g/(2$2+5a:)dx

1 /223 N 52 N
3 T2 ¢

6.6 Intégration par parties de certaines fonctions particuliéres
Certaines intégrales se calculent en les intégrant une ou plusieurs fois par parties. Parmi elles on

peut énumérer les intégrales suivantes
[ 2™ sin brdx

[ e sinbxdr, [ z"cosbrdx,

[ e** cos badx,
[ a™arccos zdz,

[ame*dx, [ z"™arcsinzdz,
[ 2" Inzdz, (n est un entier naturel)

[ x™ arctan zdx

[ z"arcctan xdz,

6.6.1 Exemples

1) Calculer lintégrale [ e cos (bx) dx

Solution
En utilisant la méthode d’intégration par parties on peut écrire

u = e, dv = cos (bx) dx

1
du = ae*dx, v = —sin (br)

Par suite on obtient

1
/e‘” cos (bx) dr = Ee‘w sin (bz) — % /e‘” sin (bz) dx

En utilisant de nouveau la méthode d’intégration par parties on aura

u = e, dv = sin (bx) dx

1
du = ae*dzx, v = ——cos (bx)
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Et donc on peut écrire

1 1
/e” cos (bx) dx = Ee““ sin (bx) — % (—Ee“m cos (bzx) + % /ea"’” cos (bx)) dx

2

1
= Ee‘” sin (bz) + 2% cos (bx) — — / e cos (bx) dx

Ce qui donne
beaz

ax — 1 g
/e cos (bx) dx = e (sm (bx) + 7 Cos (bx)) +c

2) Calculer Uintégrale [ —%

(1+22)*
Solution
: 9142 dx
Calculons par parties I'intégrale | 7555
1
Uu = m, dv =dx
x
—2xdx
U= —s, v=1x
(1+2?)

En appliquant la formule d’intégration par parties on obtient

/ dz x +2/ x? J x +2/14—31:2—1d
— — 7 _dr = S
1+a2  1+a? (1+a2)? 1+ a2 (1+a2)?

oz +2/ dx 2/ dx
C 1+a? 1+ a2 (14 22)

De la derniere égalité on déduit que

/ dx 1 T +/ dz 1 T 4+ arct n
— = = — arctan x c
(1+;p2)2 2\ 1+ 22 14 22 2\ 1+ 22

3) Calculer Uintégrale [ sin” dx

Solution

En intégrant par parties on obtient
/sin” de = — /Sin"1 xd (cosz) = —cosz.sin" ' x4+ (n — 1) /sin”2 . cos® xdx
= —cosz.sin" 'z + (n—1) /sin”_2 xdx — (n—1) /sin” xdx

De cette égalité on obtient

] 1 o n—1 e
/sm" rdr = —— cosx.sin™ ' x + sin"~? xdx (*)
n n

Il suffit de calculer les intégrales [ sindz et [ sin® dx pour en déduire par induction, en utilisant
la formule (*), la valeur de I'intégrale [ sin™ dz.
4) Calculer lintégrale [ In® xdx

Solution
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Intégrons par parties en posant: « = In?z dv =dx

/anmdx:xIHQx—Q/lnxdm

On integre de nouveau par parties l'intégrales du second membre
/lnxdx:xlnx—/dmlenx—x+c

Par suite on obtient

/ln2a:da: =zln’z —2zlnz+ 22 +¢

5) Calculer les intégrales I, = [sin(Inz)dx et I, = [ cos(lnz)dx
Solution

En intégrant par parties on obtient

I =xsin(Inz) — [cos(lnx)dz

I, =xzcos(Inz) + [sin(Inz)dx
Ce systéme peut s’écrire sous la forme

I + I, = zsin (Inz)

I, — I = xzcos(Inz)
En résolvant ce dernier systeme on obtient

11:
I, =

(xsin (Inz) — x cos (Inx))

NI N

(zcos(Inz) + zsin(Inz))

7 Intégrales qui ne peuvent pas s’exprimer a 1’aide des

fonctions usuelles

Nous venons de voir des fonctions usuelles dont les primitives sont des fonctions usuelles. Cepen-
dant il existe des fonctions usuelles dont les primitives ne peuvent pas s’exprimer a l’aide des
fonctions usuelles.Ce type de fonctions nous ’avons déja rencontré dans l'intégration du binome
différentiel. Pour ceraines valeurs des paramétres m, n et p l'intégrale du binome différentiel ne
peut pas s’exprimer & ’aide des fonctions usuelles. Par exemple il est aussi possible de montrer

que les intégrales suivantes ne peuvent pas étre exprimées a ’aide des fonctions usuelles:

f;—id:c, i sz g, [ 22y, fe‘””zdx

™ ™

IR <:L', VP (a:)) dz, P (x) est un polynome de troisiéme ou quatriéme degré

46



	1 Notions générales sur les intégrales indéfinies
	1.1 Définitions

	2 Intégration à l'aide d'un changement de variable
	2.1 Exemples

	3 Intégration par parties
	3.1 Exemples

	4 Intégrales de fonctions rationnelles
	4.1 Première méthode
	4.1.1 Intégrale du type   dxx+a
	4.1.2 Intégrales du type   dx( x+a) ,  >1
	4.1.3 Intégrales du type   Mx+Nx2+bx+cdx 
	4.1.4 Intégrales du type   Mx+N( x2+bx+c) dx,  >1
	4.1.5 Exemples

	4.2 Deuxième méthode
	4.2.1 Méthode d'Ostrogradsky
	4.2.2 Exemples


	5 Intégrales de fonctions irrationnelles
	5.1 Intégrales de la forme  R[ x,( ax+bcx+d) r1,...,( ax+bcx+d) rs] dx
	5.1.1 Méthode d'intégration
	5.1.2 Exemples

	5.2 Intégrales de la forme  R( x,ax2+bx+c) dx
	5.2.1 Cas où  a>0
	5.2.2 Cas où  les racines de  ax2+bx+c  sont réelles   
	5.2.3 Cas où  c>0
	5.2.4 Exemples

	5.3 Intégrales de la forme  Pn( x) ax2+bx+cdx
	5.3.1 Exemples

	5.4  Intégrales du binôme différentiel
	5.4.1 Cas où p est un entier relatif
	5.4.2 Cas où q est un entier relatif
	5.4.3 Cas où  p+q  est un entier relatif
	5.4.4 Exemples


	6 Intégrales de fonctions transcendentes
	6.1 Intégrale de la forme  R( sinx,cosx) dx
	6.1.1 Exemples

	6.2 Intégrale de la forme sinpxcosqxdx
	6.2.1 Exemples

	6.3 Intégrale de la forme sinxcosxdx
	6.3.1 Exemples

	6.4 Intégrale de la forme f( shx,chx) dx 
	6.4.1 Remarque
	6.4.2  Exemples

	6.5 Intégrale de la forme eaxP( x) dx 
	6.5.1 Exemples

	6.6 Intégration par parties de certaines fonctions particulières
	6.6.1 Exemples


	7 Intégrales qui ne peuvent pas s'exprimer à l'aide des fonctions usuelles

