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Applications Linéaires

Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif et E et F deux K — e.v..

1/ Définitions

Définition 1 : L’application f : £ — F est une application linéaire si elle vérifie -

i/Vo,yeE:f(z+y)=f(z)+ f(y) et

ii/Vz e E,VaeK: f(az) = af (z)

Remarque 1 : Si f est linéaire, on dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

Exemples :

1/ L’application identité de E (notée idg) est une application lindaire.

2/ L application : f : fT , A € K, est une application linéaire appelée homotéthie
de rapport A.

Définitions 2 et Notations : Soit f : £ — F une application linéaire. Alors :

- Si f est bijective (resp. injective, surjective), on dit que f est un isomorphisme (resp.
monomorphisme, épimorphisme) d ’espaces vectoriels.

-Si E = F, on dit que f est un endomorphisme de E,.

-8i E'= F et f bijective, on dit que f est un automorphisme de E.

- L’ensemble des applications lin¢aires de £ dans F' est noté L (E, F).

- L'ensemble des endomorphismes de £ est noté End (E).

- L'ensemble des automorphismes de £ est noté Aut (E).

Exemples : L'application identité de E (idg) est un automorphisme de E.

Remarques 2 : Soit f : E — F' une application linéaire, alors :

1/ La condition (i) de la définition (1) montre que f est un morphisme de groupes, et
par conséquent :

fOp)=0ret f(-z)=—f(z), VzcE.

2/ On a par réccurence sur n € N, que :

pour un n-uplet (21,2, ,%») € E™ ¢t (1,00, ,0n) € K": f ( Z az—mi) = Z o;f (z:) .

1<i<n 1<i<n

Proposition 1 : Soit f une application de F dans F, alors les trois propositions suivantes
sont équivalentes :
i/ f est linéaire.
i/ Va,8 € K, Vr,y € E : f(ox+ By) = af (z) + Bf ().
ili/ Ve €K, V1,y € E: faz+y) =af (z)+ f ().
Preuve : Exercice



II/ Structure de L(E, F)

Théoréme 1 : (L(E,F),+,.) est un K — e,

Preuve : Exercice

Corollaire 1 : End(E) est un K — e.v..

Preuve : Evidente.

Remarque 3 : (End(E),+,0) est un anneau unitaire (non commutatif en général).

II1/ Noyau et Image d’une application linéaire

Proposition 2 : Soit f une application linéaire de E dans F.

1/ Si E est un s.e.v. de E, alors f (E') est un s.e.v. de F.

2/ Si F' est un s.e.v. de F, alors f~1 (F') est un s.e.v. de E.

Preuve : Exercice.

Définition 3 : Soit f une application linéaire de F dans F. On appelle :

i/ Noyau de f, le sous-ensemble de F noté : ker f = f~! ({0}) = {z € E/f (2) = 0}.

ii/ Image de f, le sous-ensemble de F noté : Im f = f(E) = {f (z) /z € E}.

Propaosition 3 : Soit f une application linéaire de E dans F. Alors :

i/ ker f est un s.e.v. de E.

i/ Im f est un s.ew. de F.

Preuve : Découle de la proposition 2.

Théoréme 2 : Soit f une application linéaire de £ dans F. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

i/ f injective

i/ ker f =(0). —=

i/ Vo eE: flzg)=0=2=0

Preuve : Exercice.

Remarque 4 :

1/ Lorsque 'on sait que f est linéaire, on utilise systématiquement (iii) pour montrer
'injection de f. :

2/ Si f € L(E,F), il est clair que : Im f = F < f surjective.

Exercice 1 : Soit : f: R® — R® une application définie par :

flz,9,2)=Q2z+y—22r-y+22z+y—2)

1/ Montrer que f est une application linéaire.
2/ Trouver une base de ker f et dim ker f.

3/ Trouver une base de Im f et dimIm f .

4/ Vérifier que : dimR® = dim ker f + dim Im f.
Exercice 2 : Soit I'application :

fe o RE — R?
(z.9,2) = f(2,9,2) = (£ +2y+ 32,9+ 2,2+ 2,22 + y + 32)
1/ Montrer que f est linéaire.

2/ Déterminer une base de ker f.
3/ Déterminer une base de Im f.



IV/ Familles et Applications Linéaires

Proposition 4 : Soit f € L(E,F).

1/ L’image par f d’une famille finie liée de vecteurs de E est une famille liée de vecteurs
de F' .

2/ L'image par f d’une famille génératrice (finie) de E est une famille génératrice de
Im f .

P;ieuve :

Remarque 5 : Si f est surjective, alors I'image par f d’une famille génératrice (finie)
de E est une famille génératrice de F.

Attention : L’'image par f d’une famille libre de vecteurs de E n’est pas nécéssairement
une famille libre de vecteurs de F' .

Exemple : Soit Vapplication f : R® — RZ alors f (e, e3,€3) est liée, o (e1, €9,€3) est
la base canonique R®.

Proposition 5 : Soit f € L (E, F). Les propositions suivantes sont équivalentes :

i/ f injective

ii/ L’image par f de toute famille libre finie de vecteurs de E est une famille libre de
vecteurs de F .

Preuve :

Théoréme 3 : Supposons que E et F soient de dimensions finies, et soit f une applica-
tion linéaire de £ dans F. Soient (e1,€2, ......., €n) une base de E, alors :

1/ La famille (f (e;));—; est génératrice de Im f.

=t

2/ f surjective si et seulement si (f (e:))=7 est génératrice de F.

3/ f injective si et seulement si (f (e;));Z; est une famille libre de F..
4/ f bijective si et seulement si (f (¢;));—; est une base de F.

Preuve :
E R'z [x ] == R3

o

Exemple : Soit 'application linéaire P AR 10 R G b s et o)

f est-elle bijective?

Corollaire 2 : Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3, on a :
1/ f injective = dim E < dim F.

2/ f surjective = dim E > dim F.

Preuve :
Théoréme 4 : Etant données une base B = (ej,ey,.......,e,) de E et une famille
Lfis Foyesonne , fn) de vecteurs de F)il existe une unique application linéaire de E dans F

telle que : Vi € [[1,n]] : f (&) = fi.
Preuve : 0y ¢ { 0l
Exemple : B = (e, €;) base canonique de R?, et B' = (f; = (1,0,0), fo = (1,1,0)).
Proposition 6 : Supposons que F est de dimension finie n. Un espace vectoriel G est
isomorphe & E (i.e. qu’il existe un isomorphisme entre E et G) ssi dim G = n.
Preuve :
Remarque 6 : Ce résultat montre que deux espaces vectoriels de dimensions finies

différentes ne peuvent pas étre isomorphes.




V/ Rang d’une application linéaire

On suppose dans ce paragraphe que E est de dimension finie.

Définition 4 : Soit f une application linéaire de £ dans F. On appelle rang de f, et
on note rg (f), la dimension sur K de Im f, ie. : 7g (f) = dimg Im f.

Remarque 7 : Si (e, ey,......., ;) base de E, alors (f (e;) Jf(e2), . , f (e.)) généra-
trice de Im f,d’ou :

1/ Cette définition a un sens car Im f serait de dimension finie.

2/ dimIm f =rg(f) = rg (f (ex), f (€2),mn f (e0)).

Théoréme 5 (Théoréme du rang) : Soit f une application linéaire de E dans F. On
a la relation suivante :

dim £ = dimker f +rgf

Preuve : A admettre

Corollaire 3 : Soit f une application linéaire de E dans F, ou F' est de dimension finie
.Ona:

i/ rgf < inf (dim E,dim F).

ii/ f injective ssi rg (f) = dim E.

ili/ f surjective ssi rg(f) = dim F.

Preuve :

Proposition 7 : Supposons que : dimE = dimF = n. Soit f € L(E,F). Les
propsitions suivantes sont équivalentes :

i/ f isomorphisme de E sur F.

il/ f injective.

ili/ f surjective.

iv/ rg(f)=n.

Preuve :

Théoréme 6 : Supposons que E et F soient de dimensions finies, alors L (E, F) est de
dimension finie, de plus : dim L (E, F) = dim E x dim F.

Preuve : A admettre.

Exercice 3 : Soit £ =Ry [X], F =R[X] xR[X], B= X2+1.

A tout Polynome P € E on associe le couple du quotient-reste (), R) € F de P par B .

1/ Montrer que I'on a défini ainsi une application linéaire ¢:E—F

2/ Déterminer ker f, Im £, dimker f, dim Im o

3/ Est-ce que ¢ est un isomorphisme de E sur Im @ .



