Cours de LOGIQUE

CHAPITRE 2
CALCULABILITE

2°™ Partie: LA MACHINE DE TURING
1) DEFINITION :

Une Machine de Turing MT consiste en une entité « mécanique » :

- comportant un ruban (potentiellement) infini dans les deux directions, organise en cases
(ou cellules) detailles égales ou des symboles sont imprimés,

- disposant d’ une téte de lecture/écriture (L/E), qui a chaque instant examine une case et
peut éventuellement y imprimer un symbole,

- alaguelle est associé a chague instant un parametre appel € état internede laMT.

Ruban l / Cases TétedeL/E Cases

. v
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Notation et Conventions:

S={%,$,S;, ..., Sy} représente un ensemble fini de symboles.
E={do, ™, %, ..., G } représente un ensemble fini d’ états internes.
S : représente le symbole Blanc : noté 0

S, : représente le symbole Barre : noté 1

S, : représente le symbole Etoile : noté *

Oo: représente I’ état interne initial

s : représente |’ état interne final

Initialement toutes les cases du ruban sont a blanc (a 0).

Nous utiliserons par la suite une fleche pour représenter la position de latéte de L/E sur le
ruban.

2) FEONCTIONNEMENT DE LA MACHINE DE TURING :

Lefonctionnement delaMT aun instant t est déterminé par :
Soient S le symbole [u par latétede L/E et ¢ I’ état interne dans lequel setrouvelaMT.

Trois actions (opérations ) peuvent étre déclenchées, en dehors de la situation d’ arrét :

e Impressiond'unsymbole S (alaplacedeS) etlaMT seplaceal * éat ;.
e Déplacement d'une case adroiteet laMT seplaceal’état q;.
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e Déplacement d'une case agauche et laMT seplaceal’ é&at q:.
e Arrét : aucune action.

L’ état internedelaMT et le symbole lu par |atéte de L/E détermine donc le début d'une
instruction qui sera représentée par un 4 — uplets avec |’ une des 3 formes suivantes, associée
respectivement a chacune des 3 actions::

. 4SS Impression du symbole S; .

. 4SDq Déplacement d’ une case a droite .
. 0 SGo Déplacement d’ une case & gauche..
Remarque :

LecasoulaMT resteal’ arrét correspond au cas ou aucune instruction n’ est disponible avec
pour pairedetéte Q) S ...

Le fonctionnement delaMT est donc entierement défini par un ensemble d’ instructions.

Par ailleurs, nous optons pour une approche déterministe: une seule instruction peut étre
déclenchée a la fois; au quel cas dans un ensemble d'instructions nous n’autorisons pas
I’ existance de 2 instructions possédant une méme paire de téte.

EXEMPLE :
S={0,1}
E={qo,0, 0 }
Instructions={ 1-) qo1Dqo 2-)qo01lq;
3-) 0:1Gq; 4-)q:0D 0 }
0
Soit la configuration initiale suivante : O| O| 1| 1| 1| O0..... 0
Qo
apres Instruction N° 1) o.lol11]1l0....0
30
aprés Instruction N° 1) 0.0l 11]1]0...0
Jo
v
aprés Instruction N° 1) o.lol11]1l0...0
o]
aprés Instruction N° 2) o.lol11l1l1...0
1
aprés Instruction N° 3) 0..Jol11[1[1...0
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01
apres Instruction N° 3) o.lol1lil1l1...0
1
aprés Instruction N° 3) 0..ol11[1[1...0
01
'
apres Instruction N° 3) o.lol11l1l1...0
02
aprés Instruction N° 4) 0..ol11[1[1...0

Arrét : configuration finale (aucune instruction ne peut étre déclenchée).

3) REPRESENTATION DES ENTIERS NATURELS:

Lareprésentation d’un entier X est notée X . Concretement I’ entier X est représenté par (x+1)
barres, de maniére a pouvoir représenter le nombre 0. Donc :

O=¢¢ 1 =11
1=4¢ 11 =1°
2= 111=1°

n=4¢ 11...11 ( n+1lfoig)= 11

On convient de plus que 1° représente O (I’ absence de symbole) et que S'=S...S(nfois)
guelque soit le symbole S.

Remarque :

Cette représentation permet de présenter I’ exemple précédent de la maniére suivante :
00010 — » 011’0 — » 01%gp10 — » 01°%g0 — 0%l —

01%p1® — » 01gul® — » 0p1'0 — »0g:01°0 — 5 0gp1%0 Arrét.

Nous constatons que Q@) —>0p1* cd&d 2 —> 3, enfatnous

pouvonsmontrerque: VYnelN Qoh— > g+l
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4) REPRESENTATION DESN- UPLETS:

Pour représenter les uplets, le symbole Etoile « * » est utilisé pour séparer les nombres ;
ans :

(N, M)=g N*m
(N, Ny, M) =g MR *..* Ny

5) LESFONCTIONS TURING CALCULABLES:

Définition :

Soient FunefonctiondeIN® —» INY et MT une machine de Turing déterminée par
(S,E,l)oul estI'"ensemble des instructions associées aMT.

Lafonction F est dite calculable par lamachine de Turing MT s étant donnée la configuration

initidle suivante: Qo N1 * Ny * ... * Ny, et en appliquant lesinstructions | de MT, nous

arrivons & une situation d' arrét avec la configuration finale suivante: gf F(ny_, Ny, ..., Np).
Autrement dit: Qo Ny * Ny * ... * N | deMT e 1 = 0/ a PR 1
EXEMPLE1:

Déterminer laMT qui calculelafonction Z= A n.0, c-ad

VnelN g —> G0

ou bien q01n+1 >0 1

La MT qui calculelafonction Z est donnéepar : MT, =(S,E, ) ou:

S={1,0},
E={q,01,0}
et

1={1-)qo10Qg; Tantquelesymboleluestunl, remplacerlepar O ...
2-)q:0Dqy ... puissedéplacer adroite
3-) g0l alarencontre du 0, remplacer le par 1 puis arréter.

}

EXEMPLE2:
Déterminer laMT qui calculelafonction S= A n.n+l1, c-a&d

vnelIN Qh — gnt+l

oubien Q1™ , G 1™

La MT qui calculelafonction S est donnéepar : MTs =(S,E, ) ou:
S={1,0},
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E={q,0,0p }
et

1={1)qlDqgy Tantquelesymboleluestunl, sedéplacer adroite
2-)Q01q, alarencontre du 0, remplacer le par 1
3-)0:1Gq, se déplacer a gauche jusgu’ au premier 0
4-)q.0D g, se déplacer adroite puis s arréter sur le 1 le plus a gauche.

}

EXEMPLE 3:
Déterminer lafonction F de IN ——IN calculée par laMT définiepar (S, E, | ) ou
S={1,0},
E={0, 0}
et
= {1) 9lGqy Sedéplacer agauche
2-) o0Olqy remplacer le symbole 0 par symbolel puis s arréter.
}

Lafonction F recherchée est telle que :
Gon —> ¢ F(n) ?

Déroulons 1aMT :

e Pourn=0:

00910 — 09010 — 00g;110 c-ad do0 | deMT » (11

e Pourn=1:

009p116———>00q0110 —00;1110 c-ad Qo0 | deMT » 12

e Pour n quelconquede IN :

00gol™—... = 0gu01™0—>0q,1™%0 c-ad qon — =M, gn+l
Enconcluson ¥V nelN Qon =M o n+l

Lafonction F calculée par MT est donc lafonction S (V ue précédemment).

Remarques Importantes :
1) Une méme fonction peut étre calculée par plusieurs machine de Turing différentes.
Par exemple, lafonction S est calculée par deux MT différentes ( voir exemples 2 et 3).

2) Une méme machine de Turing peut calculer plusieurs fonctions différentes.
En effet pour laMT précédente (exemple 3), nous avons :

*vnelN g '®M _ qn+l

FldeIN—/ IN telleque F1(n) = S(n) =n+1
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*V(n,m)eIN*  gn*m _'®MT _gyn+l* m

F2 de IN? >IN? telleque F2(n,m) =(n+1,m)

*

*v (g, N, M) eIN’ gon*mp* ...*n, "M gen+l* np* . % N,

Fp de INP INP telleque Fp(Ny , Nz, ..., Ny)=(Mm +1, Ny, ..., Ny

6) COMPOSITION DE MACHINES DE TURING:

Théoréme:
Soient deux machine de Turing :
-MT1(S1,EL, I1) qui calculelafonction F1 de INp— 3INQ

-MT2(S2, E2, 12) qui calculelafonction F1 de INQ—— 3INr
telleque S1=S2.

Alorslamachinede Turing MT (S, E, | ) définie par :
S=S1=32

E=El1 U E?2

=11 ul'2u{gullqi} ou

E’2 et I’ 2 sont obtenus a partir de E2 et 12 en remplagant chaque ¢ par q’; (renomage des
noms des étatsdans E2 et I12) demaniéreacequeE1NE2= & e I11nlI2= I,
Permet de calculer lafonction composée (F2 o F1).

Lamachine MT est considérée comme étant la composition des machinesMT1 et MT2
notée: (MT20o MTL).

Lemme : _
Lesfonctionsde Base: Z , Set P, sont des fonctions calculables par des machine de Turing.



